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Presentamos en estos Apuntes la compilación de las lec
ciones que a lo largo del año fueron distribuidas entre los 
Alumnos del Curso como material complementario, para ampliar 
y ordenar los temas desarrollados en clase.

Queremos destacar el carácter complementarlo y no sus- 
titutlvo de estos Apuntes respecto a la labor docent » desarro 
liada, la que ampliada con los correspondientes trabajos prác. 
ticos y de laboratorio, no incluidos en estas páginas, consti. 
tuye la guia necesaria para su mejor entendimiento. No se pre 
tende en estas lineas tratar un campo tan vasto como el que 
nos ocupa en este Curso, con el rigor y la dedicación que di
chos puntos merecen, cosa que se deberá buscar en una obra so 
bre la materia y no en una colección de apuntes hechos para 
satisfacer las necesidades de momento. Se ha buscado, eso si, 
lograr una unidad y una exposición clara, para guiar al estu
diante a través de temas tan diversos dentro de una misma asig 
natura como los que comprende el programa desarrollado. En a- 
ras de esa misma unidad y olvidando muchas veces, de propósi
to, el rigor matemático de muchas consideraciones, se buscó 
satisfacer las necesidades divergentes de tiempo y programa a 
desarrollar apelando a consideraciones intuitivas y proporcio 
nando en muchos casos, una guía de operatoria a fin de poder 
resolver de momento, problemas de cálculo que requerirían de 
por si un curso especializado.

Atendiendo a las necesidades del progfama azdesarrollar 
y los conocimientos del material humano, se encaró la materia 
en tres partes, cuyo contenido esbozamos a continuación.

Parte primera. En donde se atiende a los temas propios 
del Curso de nivelación dezconocimientos; con un repaso gene
ral zde la operatoria artimética elemental, estudio de tablas 
numéricas y teoría y práctica de los distintos sistemas de lo 
garitmos.

Parte segunda. Se tratan en ésta, ordenadamente, confor 
me a las necesidades de las demás asignaturas, temas de anal! 
sis que comprenden tópicos sobre geometría^ análisis combina
torio, potencias de polinomios, sistemas de ecuaciones, deter 
minantes, trigonometría, números complejos y ecuaciones de se 
gundo grado.



VI

Parte tercera. Se introduce en ésta la noción de lí
mite y se presentan temas de cálculo; comprendiendo los tó 
picos desarrollados el estudio de las progresiones, límites 
y series; temas de geometría analítica, de cálculo diferen 
cial e integral.

Quiero agradecer en estas líneas la labor de trans - 
cripcion y corrección de estas notas realizadas por los se 
ñores Henry García y Dr. Sucre R. Rodríguez R. respectiva
mente.

Enrique Dleulefait

Ciudad Trujillo, R.D. 
diciembre de 1958
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Una definición de la aritmética la ubica como la - 
ciencia que estudia las propiedades de los números, ya sea 
en su expresión corriente o decimal, como por medio de no
taciones que emplean los caracteres del abecedario latino 
o del alfabeto griego.

De la simbología aritmética conocemos:

a '71)pL°o números arábigos o dígitos: 0, 1, 2, 3,

ii) Los símbolos fundamentales de operatoria:

Símbolo de suma: -f-

Símbolo de resta:

Símbolo de multiplicación: x

iii) Los símbolos de igualdad y orden

Símbolo de Igualdad: z:

Símbolo de menor que: <

iv) Los símbolos de agrupamiento

Paréntesis ( )

Corchetes [

Llaves

Otros símbolos matemáticos habrán de introducirse 
conforme las necesidades de la materi-a lo requieran.

Fundamentalmente admitiremos dos categorías de nú meros: —

a) Números reales

b) números imaginarios.
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La clase de los números reales admite ser subdividi 
da en distintas subclases conforme al siguiente esquema.

Enteros

Racionales

Naturales

Negativos

Fraccionarios
Reales

Irracionales

La clase de los números reales admite una represen
tación espacial, correspondiendo a cada número real un pun 
to de una recta, siendo ésta el espacio puntual o recta de 
referencia.

Se llega a la clase de los números reales por suce
sivas ampliaciones de la clase de los números naturales, - 
que surgen de la necesidad de contar. Dentro de la clase 
de los números naturales son posibles las operaciones de 
suma y de multiplicación, ya que siempre se tendrá como re 
sultado un nuevo número natural. Con la operación de resta 
surge la necesidad de ampliar el concepto de numero, incor 
porando los enteros negativos. Nace asi la clase de los nu 
meros enteros, dentro de la cual tienen sentido logico las 
operaciones de suma, resta y multiplicación de números. El 
cociente o división de dos números enteros crea la necesi
dad de ampliar el concepto de número, incorporando la cla
se de los números fraccionarlos. Con este nuevo agregado 
se tiene la clase de los números racionales, dentro de la 
cual tienen sentido las operaciones de suma, resta, multi
plicación y división.

La operación dé radicación crea la necesidad de am
pliar esta clase dando categoría de número a los irraciona 
les. Incorporando ala clase de los números racionales es
ta nueva clase de números se llega a la clase de los núme
ros reales, que comprende como casos particulares a las 
que mencionáramos anteriormente.

NUMEROS ENTEROS. DEFINICIONES.



1 .- Denominamos Factor o Divisor de un número entero 
a cualquier número entero que lo divida exactamente. Asi 
por ejemplo 7 es divisor de 21 ya que 21 4- 7 = 3 .

2 .- Llamamos números par a aquel que puede ser exac
tamente dividido por 2. Asi serán números pares: 2, L-, 6, 
8, ... (2 n), ... en donde n es un entero cualquiera.

3 .- Llamamos números impar a aquel entero que no ad
mite como divisor al numero 2. AsíJ 1, 3, 5, ••• (2 n-1)... 
en donde n es un entero cualquiera, son números impares.

h-.- Llamamos números primos a aquellos que no admi
ten otro divisor que la unidad y el mismo número considera
do. Asi: 1, 2, 3» 5, 7, 11, 13, 17, ..., son números primos.

5 .- Llamamos número compuesto a aquel que admite 
otros divisores ademas de si mismo y la unidad. Asi 6, 8, 9, 
10, 15, ..., son números compuestos.

6 .- Llamamos factor común o divisor común de dos nú
meros a un número entero que divide exactamente a ambos. Al 
mayor de todos los divisores comunes de un par de números 
lo llamamos Máximo Común Divisor (M.C.D.). Asi por ejemplo, 
h- y 8 son divisores comunes de 16 y 2h-, siendo 8 el M.C.D.

7 .- Múltiplo de un número es otro que es exactamente 
divisible por el primero, es decir, lo tiene como factor. 
Si un número es exactamente divisible por dos números ente
ros, se lo llama común múltiplo de estos dos. El menor de to 
dos los múltiplos comunes a un par de números recibe el nom 
bre de Mínimo Común Múltiplo (m.c.m.). Así, por ejemplo, 72 
y 36 son múltiplos de 12 y 9, pero sólo 36 es el m.c.m.

8 .- REGLAS PARA HALLAR LOS DIVISORES DE UN NUMERO.

a) Un número es divisible por 2 cuando su última ci
fra es cero o múltiplo de 2.

b) Un número es divisible por 3 cuando la suma de los 
dígitos que lo forman es múltiplo de 3« Por ejemplo: el nú
mero 75825 es divisible por 3 ya que se cumple: 7t- 5+ 8 4- 2 + 
5 = 27 . Efectivamente 75825 3 = 25275 .

c) Un número es divisible por cuando sus 2 últimas 
cifras son ceros o múltiplos de Por ejemplo el número - 
5372 es divisible por ya que el número formado por sus 
dos últimas cifras, 72 es divisible por cuatro.
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d) Un número es divisible por 5 cuando su última ci 
fra es cero o cinco.

e) Un número es divisible por 6 cuando además de - 
ser par, la suma de sus cifras es múltiplo de 3* Por ejem
plo: el número 7938 es divisible por 6 ya que: i) es par; 
y ii) la suma de sus cifras, 7+9+3+8 = 27, es múltiplo 
de 3*

f) Un número es divisible por,8 cuando sus últimas 
tres cifras son múltiplo de ocho. Así porzejemplo, el nume. 
ro 3552 es múltiplo de 8 ya que sus tres ultimas cifras, 
552 forman un número que es múltiplo de ocho.

g) Un número es divisible por 9 cuando la sumazde 
sus cifras es múltiplo de nueve. Así por ejemplo el número 
2178 es divisible por 9 ya que 2 +14-7+8 = 18, que es múl 
tipio de 9-

9 ) PROCEDIMIENTO A SECUIR PARA DESCOMPONER UN NUME
RO EN LOS FACTORES QUE LO FORMAN.

Recordando las anteriores reglas de divisibilidad 
numérica se está en condiciones de determinar si un número 
dado es divisible por 2, por 3 etc.

Si el número en cuestión es divisible por 2, éste 
será uno de sus factores. Efectuando la operación de divi
sión, se tendrá un cociente entero.

Analizando este cociente entero respecto a los fac
tores que lo forman y dividiendo dicho cociente por el me
nor de sus factores primos, se llegará a un nuevo cociente 
entero.

Procediendo repetidamente de esta forma, hallaremos 
los factores primos que componen nuestro número en cues
tión.

Una disposición recomendable para hallar numérica
mente los factores de un número es la siguiente:

Consideremos el número 780, del que deseamos deter
minar los factores primos que lo componen. "Aplicando suce
sivamente las reglas antes citadas, se escribirán en la fi 



Ia superior, los,correspondientes divisores, mientras que 
en la fila inferior se irán colocando los cocientes ente
ros de las sucesivas divisiones

Factores j____ 2 | 2 3 I 5 13
780 I 390 I 195 65 I ~ I i

Resultará en consecuencia 780 = 2x 2 x3 x 5x13

rár Ccns*deren;os el número 6U8O. Sus factores primos se

Factores| 2 | 21 2 | 2 2 2 I 3
6720 13360 I 1680 I 8h-0 I b-20 210 105 • 35

5 7

77 "7
6720 = 2x2x2x2x2x2x3x5x7

Es conveniente, cuando como en este caso uno de los 
factores aparece repetidas veces, introducir la notación 
de potencias. Como sabemos 222222 = 26 resulta: 

6^80 = 26 3 5 7

10 .- MAXIMO COMUN DIVISOR. (M.C.D.)

z Factor o divisor común de un grupo de números es otro 
numero que divide exactamente a todos los del grupo conside 
rsdo. Asi por ejemplo, U- y 8 son divisores comunes de 16 y 
de 24. Al mayor de todoszlos divisores comunes a un grupo 
de números lozllamamos Máximo Común Divisor (M.C.D.) de e- 
se grupo de números. Se tiene así que 8 es el M.C.D. de 16

Calculo del M.C.D. de un Grupo de Números •

Se determinan primero los factores de cada uno de 
estos números, luego se consideran todos los factores pri
mos comunes a los mismos, resultando el M.C.D igual al pro 
ducto de dichos factores primos.

Calculo del M.C.D. de los números: 9? 27, 1M+
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27

I 2 I 2 I 2 I 2 I 3 I 
~UÜ I72 1 36I 18 1 9 । 3

iMv

2
El MCD pedido es: 3 - 9

11 .- MINIMO COMUN MULTIPLO (MCM1

Múltiplo de un número es otro que resulta exactamen 
te divisible por el primero. Múltiplo común a un par de nu 
meros será otro que es exactamente divisible por los núme
ros dados. Así, 72 y 36 son múltiplos de 12 y 9.

Al menor de todos los múltiplos comui.es a un gru^o 
de números lo llamamos mínimo común múltiplo de estos nume 
ros (MCM). En el caso anterior, el MCM de 12 y 9 es 36.

CALCULO DEL MCM DE UN GRUPO DE NUMEROS

Se determinan primero los factores de cada uno de 
estos números. Luego se consideran todos los factores pri
mos, comunes y no comunes en su mayor exponente, estando 
fado el MCM por el producto de estos factores.

Sean por ejemplo los números 12, 15, 18 y 2b-. Para
calcular el M.C.M. de los mismos comenzamos descomponién
dolos en el producto de sus factores primos:

12 = 2X 2 X3

15 = 3x5

comui.es


7

2

9
3 I 3
3 I 1

18 = 2X3X3’

------- . L..-.. 2k= 2 X 2 X 2 X 3
2U | 12 I 6 I 3 I 1

JT
, Los factores comunes y no comuneá en su mayor expre 

sion son: 2, 2, 2, 3, 3, S¿siendo su producto: 2/2*2*X3 
3X5 = 360, el M.C.M. pedido.

12 .- IMPORTANCIA RELATIVA DE LOS SIMBOLOS DE OPERACION.

a) Una serie de sumas: 2+5 + 27 + 3 = 37 , puede e- 
fectuarse en cualquier orden. Se dirá que el orden de los 
términos de una suma no influye en el resultado final.

**
b) Una serie de sustracciones: 86 - 25 - 13 - 2 - b-6, 

debe efectuarse en el orden natural de lectura, es decir 
de izquierda a derecha.

c) En una suma algebraica: 2+5 - 7+28 + 8 - 17 - 19, 
las sumas y restas se deben efectuar siguiendo el orden ló 
gico de lectura, es decir de izquierda a derecha..

Cuando se opera con sumas algebraicas, y a fin de lo 
grar una mayor comodidad para efectuar las operaciones, se 
pueden agrupar los términos positivos por una parte, y los 
negativos por otra, sumando cada uno de estos grupos y cal 
culando la diferencia entre estos dos valores finales. La 
mencionada agrupación para la suma anterior la efectuamos, 
mediante paréntesis, de la siguiente manera:

(2+5 + 28 + 8) - (7+17) = b-3 -2b-=*19

d) Una serie de multiplicaciones 2 *3*5x6 = 180 
puede efectuarse en cualquier orden:

e) Una serie de divisiones 50 +25 +2 =1 debe efec 
tuarse siguiendo el orden de lectura, es decir de izquier
da a derecha.

f) Cuando en una expresión aparecen diferentes opera 
ciones, es decir se deben realizar sumas, restas, múltipla 
caciones y divisioies, el orden de prioridad con que se -



efectuarán las mismas será: 1) multiplicaciones, 2) divi
siones, 3) sumas y restas en elzorden en que aparecen. Di
cho en otras palabras se operará término a término, respe
tando dentro de cada uno de éstos, las reglas dadas para 
las multiplicaciones y divisiones.

g) OBSERVACION: Se denominan términos de una expre
sión a las cantidades ubicadas entre signos más o menos. 
En la siguiente expresión /•

o
6 x 4- 2 -r 5 +• 36 x = 2

se observan tres términos: 6 x¿ ; 2 -4 5 ; 36 x .

13 .- EMPLEO DE PARENTESIS CORCHETES Y LLAVES.

Estos símbolos de agrupación se emplean para que
brar los órdenes; de prioridad enunciados anteriormente, 
así como para agrupar términos de una expresión.

Si se cons/dera por ejemplo la expresión

3 a 4'2? a b 4-12 a c 4- c

se observa que en los tres primeros términos de la misma 
figura repetido el factor a . Es decir, a es unzfactor 
ccmún a los tres primeros términos de esa expresión. Se po 
drá en tal caso proceder a factcrear la misma, operación 
ésta, que consiste en separar de la misma los elementos co 
muñes a varios términos, indicando el producto entre este 
factor común y la suma de los coeficientes- con que apare
cía. * ,

.* Se tendrá así :

3 a 42? a b 4-12 a c -4-c = a ( 34 2? b 412 c) 4- c

Lo que se ha hecho en este caso es’ agrúpar los tér
minos que tienen el factor común a . La utilización del 
paréntesis quiebra la regla enunciada anteriormente, ya 
qué al incorporarlo indica que se debe efectuar la multi
plicación luego de haber realizado las sumas que figuran 
dentro del mismo. La aplicación de la propiedad distribu
tiva de la multiplicación respecto de la suma, permite dis 
tribuir ‘la multiplicación indicada, restituyendo así la ex 
presión anterior.
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Si se tienen paréntesis precedidos por el signo 4- o 
el signo - , se deberán considerar las expresiones dentro 
de los mismos cono términos, operando en consecuencia. Pa
ra quitar un paréntesis precedido por signos 4- o - notare 
mos los siguientes casos:

i) Paréntesis precedidos por signo 4- , se quitan sin 
alterar los signos de los términos interiores a los mismos.

ii) Paréntesis precedidos por signo - , se quitan 
invirtiendo los signos de los términos interiores a los mis 
nos

EJEMPLO: 

i) 3 x4- ( 2 - 3 x H-12 4-5 x) r.

= 3x4-2 -3x4- 12 4 5 x z.

Socando x factor común

= x ( 3 - 3+5 ) + ( 2 +12) =

= 5 x +1U

ii) 2 x - ( 3 + 2 X4-5 - 3 x) =

= 2x-3-2x - 5+3 X -

= x ( 2 - 24-3) - (34-5) =
z 3 x + 2

En este segundo ejercicio hemos agrupado dentro de 
un paréntesis precedido por el signo - a los términos 
-3 y -5, para lo cual les hemos alterado el signo. Se 
opera en consecuencia según una de las dos siguientes re
glas.

i) Para introducir dentro de un paréntesis precedi
do por el signo + , distintos términos de una expresión, 
se respetan los signos originales de los mismos.

*1) Para introducir dentro de un paréntesis precedi 
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do por el signo - , los distintos términos de una expre
sión, se alterarán los signos originales de los mismos.

* }, >
Ih-.- CANCELACION DE TERMINOS EN UNA EXPRESION.

Cuando en una expresión aparecen con distinto signo, 
términos de igual valor, se procederá a cancelar los mis
mos. Por ejemplo en la expresión:

12+ 3 a - 5 + 16 - 3 a + 2 a =

= 12+ 3 a - 5 + 16 - 3 a + 2 a =

= 12 - J + Ig + 2 a

15.- SIMPLIFICACION DE FACTORES EN UNA EXPRESION.

Cuandoztanto en el numerador como en el denominador 
de una fracción aparezcan factores comunes, se los puede 
simplificar; operación ésta que consiste en eliminarlos si 
multaneamente del numerador y denominador de dicha frac
ción. La propiedad aritmética que permite tal operación de 
simplificación es aquella que dice que una fracción no alte 
ra si se divide simultáneamente numerador y denominador 
por una misma cantidad.

Por ejemplo en la expresión:
- 5 b . / |

a /

Esta’operación puede ampliarse descomponiendo los 
. factores, tanto'del numerador como del denominador, en sus 
, divisores primos. Por ejemplo en la expresión:

2?.-.aL_b2 3 2.5.¿.¿.a.tt.b _ 5 , b _ 5b
30. b . a2’ 2 . 3 . 5 . V . ¿ . X ” 3-2“ ~~S~

Observación. - ,

, En la práctica nunca se llega a descomponer numera- 
y denominador en sus factores primos, operándose según los 
criterios de divisibilidad numérica aplicados simultánea
mente al numerador y al denominador. Resultará así:
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. a , b 5 b
*1. X. / ~

6

16.- MIEMBROS DE UNA IGUALDAD, 
/

Denominamos primer y segundo miembro de una igualdad 
a las expresiones que aparecen respectivamente a izquierda 
y derecha del signo igual.

i) Interesa a los fines de la operatoria pasar térmi 
nos de un miembro a otro de una igualdad. Para efectuar es 
ta operación, que consiste en quitar un término de un miem
bro, para incorporarlo al otro, se le cambia el signo que 
presenta. Así por ejemplo, en la ---------J'~

3 xf2 y = J

si se quiere pasar el segundo término 
al segundo miembro, se tendrá:

3 x - 5 - 2 y

zii) Cuando en un miembro de una igualdad figure un 
solo termino, es decir existan en el mismo tan solo facto
res, se podra pasar algunos de ellos al otro miembro. Para 
esto debe respetarse la regla que dice:

i) Una cantidad que en un miembro figure como fac
tor pasa al otro como divisor.

ii) Una cantidad que en un miembro figure como di vi 
soi pasa al otro miembro como factor.

Así por ejemplo$si en la expresión:

2 a b - 5 + 2 a

se quieren pasar al segundo miembro los factores 2a se 
tendrá:

¡IKIÑI 
llWfl
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5 + 2 a 
D = —-------------

2 a

17 .- OPERACIONES CON NUMEROS FRACCIONARIOS.

1.- Suma de dos números fraccionarios.

a) Cuando se trate de sumar dos números fracciona
rios de igual denominador, por ejemplo, 3 y | , se 

formará un nuevo número fraccionario, de igual denomina
dor y cuyo numerador sea igual a la suma de los numerado
res. Así se tendrá para el caso anterior:

+ =

Si se tuvieran dos números fraccionarios de igual 
denominador, pero expresados en forma literal, se procede
rá de igual manera, por ejemplo:

a i c _ a+c.
b b - b

Si en lugar de considerar la suma de dos números 
fraccionarios, se quiera calcular la diferencia entre los 
mismos, se procederá en forma acorde. Así, por ejemplo:

J+ _ 2 - 2 _ 2
33=3-3

b) Cuando se trate de sumar dos números fracciona
rios de distinto denominador aplicaremos la siguiente re
gla: La suma de dos números fraccionarios de distinto de
nominador es igual a otro número fraccionario, cuyo deno
minador es igual al producto de los denominadores, y cuyo 
numerador es igual al producto del numerador del primer 
fraccionario por el denominador del segundo, más el produc. 
to del numerador del segundo por el denominador del prime
ro.

Así, por ejemplo, si se trata de sumar — y 2
6 Se
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procederá de la siguiente manera.

6 ■ 2 _ 6 X 64-2 x 5 _ 36 4-10 _ 46
5£ - 5x6 “ 3O“3O

Si los dos números fraccionarios estuvieran expresa 
dos en forma literal resultará, por ejemplo:

a . c __ a d 4- b c 
b d “ . b d

Correspondiendo para el caso de tratarse de una dife 
rencia entre números fraccionarios la siguiente disposición:

12-3 _ 12x 5 -3x7 - 60 - 21 _ 39
7 5“ 7 5 “ 35 “ 35

2.- Suma de varios números fraccionarlos.

a) En el caso de tener que realizar la operación de 
sumar (siempre en forma algebraica, considerando términos 
tanto positivos como negativos) varios números fracciona
rios, se puede aplicar una generalización de la regla ante 
rior.

La suma de varios números fraccionarios es igual a 
un nuevo número fraccionario, cuyo denominador es igual al 
producto de los denominadores y cuyo numerador se obtiene 
sumando los productos de multiplicar el numerador de cada 
uno de los quebrados por los denominadores de los restan
tes. Así se tendrá como consecuencia de la aplicación de 
la presente regla, y para el caso de tres números fraccio
narios :

3- 1 2 _ 1 3x7x342x5x3 - 1x5x7 _
5'7 * 3- “ 5 7 3 ”

63 + 30 - 35 - 58
105 ~ 105^



14

b) Otra forma de efectuar la suma de varios,números 
fraccionarios consiste en hallar primeramente el mínimo co 
mún denominador de todas las fracciones, (se comprende que 
este mínimo común denominador de todas las fracciones ha 
de ser el mínimo común múltiplo de las cantidades que figu 
ran como denominador.).

Se dirá entonces que la suma de varios números frac, 
clonarlos es igual a otro número fraccionario cuyo denomi
nador es el mínimo común denominador (m.c.d.) y cuyo nume
rador es igual a la suma de los productos que se obtienen 
multiplicando cada numerador por el cociente de dividir el 
m.c.d por el denominador correspondiente.

EJEMPLO:
Sumar los siguientes números fraccionarlos: ,

2 , -1 (efectuando la descomposición en factores pri

mos de estos tres denominadores, ver No. 9 de estos mismos 
apuntes, se encuentra que el m.c.d., igual al m.c.d. de di 
chos números, es igual a 36), se,tendrá operando consecuen 
temente con la regla enunciada mas arribas

6x2-b2 X 12 - 1 xb _ 12 2b- - b-
- 36

18 .- MULTIPLICACION DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

a) Pa^a multiplicar un número fraccionario por un 
entero, se forma un nuevo número fraccionario cuyo numera
dor sea igual al producto del entero por el numerador del 
fraccionario dado, y cuyo denominador sea igual al denomi
nador del fraccionario dado.

Ejemplo: 2 K _ 2*3 — É
3 3 ” 3

b) Para multiplicar un número fraccionario por otro
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numero fraccionario,se forma un tercer número fraccionario 
que tenga por numerador el producto de los numeradores y 
por denominador el producto de los denominadores. Por elem pío: . u —

2
3

- 2 x 3
~ 3 X 7

a v c 
b Ad

a X c 
b x d

tre 
los

. c) Para multiplicar varios números fraccionarios en 
si, se operara de idéntica manera, multiplicando todos 
numeradores entre si, y todos los denominadores entre 
considerando esos productos respectivamente como mw- 

rador y denominador del resultado.

Así se tendrá por ejemplo:

2 x 5 x 12 x 5
3 X 7 x 3 x 11

600
693

19 .- DIVISION DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

a) Para dividir un número fraccionario por un ente
ro, se forma un nuevo numero fraccionario que tenga por nu 
merador el numerador del fraccionarlo dado, y que ter-'a 
por denominador el producto del denominador del fracclu-a- 
rio dado multiplicado por el entero en cuestión.

Así por ejemplo:

2 _ 2 2
5x3 " 15

b) Para dividir dos números fraccionarios entre si, 
se forma un nuevo numero fraccionario cuyo numerador sea 
igual al producto del numerador del dividendo por el deno
minador del divisor, y cuyo denominador sea igual al pro 
ducto del numerador del divisor por el denominador del 
videndo.
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Otra forma de enunciar esta misma regla, y quiza 
más fácil de retener, es la siguiente:

Para dividir un número fraccionario (dividendo) por 
otro número fraccionario (divisor) se invierte este ultimo 
y se procede a multiplicar el dividendo por el divisor asi 
transformado.

Por ejemplo:

a . c _ a . d a x d
b ' d ” b c bxc

En la práctica se operará .siguiendo cualquiera de 
estas dos reglas, que por otra parte conducen como es natu 
ral a un mismo resultado, pero se omitirá en el caso de in 
vocarse la segunda regla, el paso intermedio que supone el 
multiplicar por la recíproca del divisor, es decir se es
cribirá tan solo

a • c _ a X d
b • d “ b X c
c) Si uno de los números que entran en la división 

(ya sea el dividendo o el divisor) fuera entero y dificul
tara la aplicación de la regla el hecho de que carece de 
denominador escrito, será factible expresarlo en forma de 
quebrado con numerador igual al número y con denominador 
igual a la unidad. De esta forma se podrán evitar equivo
caciones en la aplicación de las reglas dadas hasta adqui
rir una pericia suficiente como para obviar estas primeras 
dificultades.

20 .- POTENCIACION

Cuando en un término de una expresión^se repita va
rias veces un mismo factor, se adoptará para su representa 
ción la notación de potencia. Así, por ejemplo

h-xU-xU z 6^

en donde h- (base de la potencia) indica el factor que se 
repite, y 3 (orden de la potencia, o exponente)* indica el 
número de veces que se repite la base como factor. El re
sultado numérico 6M-, recibe el nombre de potencia.
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Con referencia a las propiedades fundamentales de 
la potenciación destacaremos las siguientes propiedades 
fundamentales: —

V dP -■ 5er d^tributlva respectq de la sumay cic xa xesua; --------

Como ejemplo de la primera propiedad se tiene
(a * b)c = ac . b°j en este caso hemos distribuido 

la potencia que afectaba al paréntesis, respecto de cada 
uno de los factores del mismo.

c c
; en este caso hemos distribuido la po~<b/ bc

tencia que afectaba el paréntesis,respecto del dividendo 
y divisor de la fracción indicada.

Por la segunda propiedad fundamental,en (a -4- b) , 
no se deberá distribuir la potencia. Para el desarrollo de 
dicha expresión, enunciaremos más adelante las reglas co
rrespondientes a las potencias de polinomios.

a) Multiplicación de Potencias de Igual Base.

El resultado de la multiplicación de dos o más po
tencias de igual base es una nueva potencia de la misma 
base, cuyo exponente es igual a la suma de los exponentes 
de las potencias dadas.

EJW1°: .2 . ? = = ,10
Una justificación de esta regla resulta inmediata. 

De momento que con an designamos el producto de n fac 
tores iguales a a se tendrá:

n na = a . a . a ... a

m m
a = a . a . a .., a



a . a • • • • a

a11 „ am = an+m > como queríamos demostrar

b) DIVISION DE POTENCIAS DE IGUAL BASE.

El resultado de la división entre dos potencias de 
una misma base es una nueva potencia de la misma base7cuyo 
exponente es igual al exponente del dividendo menos el ex
ponente del divisor.

Ejemplo: a? _ — a^

a

OBSERVACION. Se deberá tener cuidado, al operar aplicando 
estas reglas, de considerar a la potencia primera de cual
quier base como tal, ya que el hecho de que la misma no 
presente, por comodidad de escritura, exponente escrito po 
dría dar lugar a confusiones.

Así por ejemplo:
3 2 14-3+2 6a . aJ . a zz a J — a

c) POTENCIAS DE EXPONENTE NEGATIVO

Efectuemos por ejemplo la siguiente operación

= / ./ ■ X...... jí------ =--------1--------= _1_
2 a.a.a.aaaa a.a. a

a aJ

Si hubiéramos aplicado la regla enunciada para el cociente 
de potencias de igual base, se habría obtenido:
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De la observación de estas dos igualdades se dedu- ce la siguiente regla:
Una 

igual a la 
sitiva.

-b a

cantidad elevada a una potencia negativa es 
inversa de dicha cantidad elevada a potencia po

1 
ab

En nuestro ejemplo numérico anterior,se observa:

a-3 - _J_
.3

La propiedad recíproca a la enunciada también es 
cierta,observándose que: }

1__
a-*

d) POTENCIAS DE EXPONENTE CERO

Como caso particular de la regla enunciada en wbw, 
si se tiene

En un caso mas general se tendrá:
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n “ —a

De la observación de estas dos igualdades se des
prende la siguiente regla:

La potencia cero de cualquier base es igual a la 
unidad.

e) Potencia de potencia

Consideremos el problema de efectuar la siguiente 
operación: 

m 
)/ n( a

es decir calcular la potencia m-ésima de la potencia n-ési 
ma de la base a . De acuerdo a la definición de potencia 
se tendrá: 

es decir el producto de m factores iguales a a . Si al 
segundo miembro de la igualdad anterior aplicamos la regla 
de producto de potencias de igual base, enunciada en el pa 
rrafo a) , se tendrá:

, n .m n n n n+n+... *n(an ) - a . a . . . a -a - a111

de donde se concluye la siguiente regla:

Para efectuar la potencia m-ésima de la potencia 
n-ésima de una cierta base, se forma una nueva potencia de 
la misma base, que tiene por exponente el producto de los 
exponentes dados.

Así por ejemplo:
<3= )- = 32X'*= 3»
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( a? )3 = a5*3 - a1?

f) Signos de las potencias de base negativa.

Hasta ahora hemos considerado potencias de base po
sitiva. Cuando se opere con potencias de base negativa, se 
deberá observar en lo que respecta al signo de las poten
cias, las siguientes reglas:

i) Una potencia de exponente par de base negativa, 
conduce a un resultado positivo.

ii) Una potencia de exponente impar de una base ne
gativa conduce a un resultado negativo

Asi por ejemplo:
(-3)2 =9 - 32 = -9

(-3)3 z -27 - 33 = -27

Observemos detenidamente las expresiones de la pri
mera fila. En las de la derecha el signo - no está afec
tado de la potencia 2 , es decir significa verbalmente 
"menos la potencia segunda de tres"; y siendo la potencia 
segunda esta, necesariamente positiva, el resultado prece
dido por el signo - será negativo.

z En las expresiones de la izquierda el signo - es
ta afectado de la potencia segunda, debiendo recordarse pa 
ra justificar la regla enunciada anteriormente, la regla 
de los signos de la multiplicación, que esquemáticamente 
decía:

más por más = más

más por menos = menos 

menos por menos = más

21.- RADICACION
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Se llama raíz m-ésimade un número a todoznúmero 
que elevado a la potencia m-esima sea igual al numero da 
do.

Así se tendrá:

“rr- = t> si 
1/
/

y en un ejemplo numérico:

? = 125

en donde 125 (número cuya raíz se busca), recibe el nom
bre de radicando, o cantidad sub-radical, y 3 índice de la 
raíz.

a) PROPIEDADES:

Un número no altera si se le extrae la raíz y se lo 
eleva a la potencia del mismo grado. Así por ejemplo

Prácticamente, cuando se presente tal caso se dirá 
que se simplifican el orden de la potencia con el índice 
de la raíz, procediéndose a cancelar entre sí los símbolos 
indicadores de tales operaciones.

b) NOTACION DE RAICES QOMO POTENCIAS DE 
FRACCIONARIO.

Notaremos ___ i
n/ m 1/m1/ a = a — a
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Así habremos adoptado, para representar una raíz, una po
tencia de base igual a la cantidad sub-radical o radican
do. y de exponente igual a la recíproca del índice de la 
raiz. Por otra parte se cumplirán en esta notación de po
tencia de exponente fraccionarlo, la* propiedades dadas 
como corolario de la definición de raíz.

m m/m 
= a - a

c) Como es natural gozarán las ralees, de las mis
mas propiedades enunciadas para la potenciación:

i) la de ser distributivas respecto del producto y del cociente; J

la de no ser distributivas respecto de la suma ni de la resta.

Así se tendrá como ejemplo de la primera propiedad

y como ejemplo de la segunda propiedad, en

/ a+b-|-c se destacará que no debe distribuid 
se la raíz respecto a los term?-nos que forman el radicando.

d) Introducción de Factores dentro de un Radical.

Cuando se tiene un factor que multiplica a un radi
cal, se lo puede introducir dentro del mismo elevándolo a 
potencia de orden igual al índice de la raíz. Se tiene así:
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e) Para las operaciones de producto de raicea de 
igual radicando, raíz de raíz, raíz de potencia, y poten
cia de raíz, es recomendable emplear la notación de poten
cia de exponente fraccionario y aplicar las propiedades ya 
vistas relativas a la potenciación.

Así por ejemplo

22.- POLINOMIOS.
Designaremos con el nombre de monomios a aquellas 

expresiones algebraicas que constan de un solo termino. 
Asi por ejemplo:

6 a2 b ; 2 x 5 5 a2 b2 ; 12X 16 . a . x“2 ;

son monomios.
Designaremos con el nombre de polinomios a aquella 

expresiones algebraicas que constan de mas de un termino.



(Como casos particulares de estoszúltimos, observamos los 
binomios y trinomios, con 2 y 3 términos respectivamente,) 
Así:

2 a + 3 5 3 + 5 x - 2 x2 ! 5 a2 b+3 a b3 + 2 b

son polinomios.

a) GRADO DE UN POLINOMIO, en relación a una deteriqi 
nada letra, es la potencia de mayor orden en cualquiera de 
sus términos. Así por ejemplo, se dirá que

L. 7 2
x + 2 - 5 x + x - 3

es un polinomios de cuarto grado.

b) Un polinomio se dirá Completo cuando presente to 
dos los exponentes intermedios entre el mayor (que deter
mina el grado) y el menor.

c) Un polinomio se dirá Ordenado respecto a una le
tra cuando las potencias de sus sucesivos términos,respec
to a esa letra.sigan un orden determinado} ascendente o 
bien descendente.

Así el polinomio:

2 *+3 55 x - 3 x - 2 x 4 x - x + 2

se escribirá ordenándolo en forma descendente:

5 L 3 2
x? - 3 x - 2 xJ4 5 x - x + 2

d) Se llama término independiente de un polinomio 
en una determinada letra (x, y, a, etc) a aquel término 
que no presente dicha letra. •

Así en el polinomio anterior en la letra x , el 
término independiente será el último, siendo su valor 2.

23.- OPERACIONES CON POLINOMIOS.

a) Suma de Polinomios.
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Para sumar dos o más polinomios se suman los coefi
cientes de los términos semejantes.

Si los polinomios están ya ordenados se dispondrá
esquemáticamente la suma de los mismos de la siguiente ma
nera:

2 x* 3 - 5 x2 + 3 x - 5

3 x^-l- 5 x3 - 3x2+0x-3 que se escribirá;

3 5 x3 -3x2+3

b) Multiplicación de un Polinomio por un Monomio.

Supongamos que se quisiera efectuar la operación de 
multiplicar

(a-hb+c) xd

3 x3 + 2 X2 - 2 x + 3

3 25 x< 3 x + x - 2

En la práctica cuando se opera con polinomios no o£
denados, se los deberá ordenar primeramente y, eventualmen 
te, en caso de tratarse de polinomios incompletos,conven
drá completar los términos que faltan, agregando términos 
de coeficiente ceroso dejando en blanco el lugar corres
pondiente a dichos términos.

Así por ejemplo para sumar los polinomios

q 2 4- 2
-2 - 3 + 2 x y 3x+2x-?x 

se los dispondrá de la siguiente manera:
5 x3 + 2 x2 - 2 x - 3

3 xU+ 0 x3 - 5 x2 + 2 x+ 0 
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que equivale a considerar d sumandos iguales a (a+b + c). 
Se tendrá:

(a4b4c) d = (a4b4c) + (a4-b4c)+... -f-(a4b4c)

a+a+ ••• +a + b + b4 .. • +b4c4c+ • • • -t c

a d4-b d + c d

De la observación de la descomposición anterior se despren 
de la siguiente regla: “

El resultado de multiplicar un polinomio por un mo- 
nomlo es igual a la suma de los términos que se obtienen 
multiplicando el monomio por cada uno de loa términos del
polinomio.

Así se observará:

i) (x 4-y) a =
ii)

(x + y) a = a x 4. a y 
(x - y) a = a x - a y

til) (2 x^x) X = 2 x3 +x2
iv) (5 x3 - 3 x2+2) 2 ? =10 x^ - 6 x'*' 4-U x2

o) Multiplicación de dos polinomipa entra si.
Consideremos por ejemplo el problema de multiplicar: 
(a + b)X (x 4-y)

Si en el producto anterior sustituimos uno de los factores, 
por ejemplo (x4-y) por un símbolo m tal que sea: m - 
= (x-4- y) se podrá escribir:

(a+b)x(x+y) = (a+b) • m

Elaborando el segundo miembro de esta nueva expresión con
forme a la regla anunciada anteriormente, se tendrá:
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(a -f- b) m = a m -f- b m

sustituyendo ahora m por su igual (x-ry), la anterior 
leerás

(a + b) (xiy) = a (x+y) +b (x+y)

Aplicando a cada término del segundo miembro la regla e- 
nunciada en b) se tendrá:

(a+b) (x+y) = a x + a y H-b x -f- b y

De la observación de la anterior se desprenderá la 
siguiente regla:

El resultado de multiplicar dos polinomios entre 
si es igual a la suma de los términos que se obtienen 
multiplicando cada uno de los términos del multiplicando.

Así se observará:

1) (2af3b) (m + n) =2 a m +2 a n + 3 b m + 3bn

Observación

Cuando los polinomios a multiplicarse tienen sus 
tprminos ordenados según potencias de una misma letra, se 
recomienda, a fin de obtener resultadoszordenados, proce
der de la manera dispuesta a continuación:
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Sea por ejemplo el problema de multiplicar los po
linomios:

2
3 x + 3 x - 2 y 2 x - 1

si los mismos no estuvieran como en este caso ordenados 
según potencias decrecientes de x se procederá a orde
narlos, disponiéndolos luego en la siguiente forma:

3 x2 4- 3 x - 2

2 x - 1

6 x^4- 6 x2 - h- x
2

- 3 x - 3x + 2

6 x3+ 3 x2 - 7 x ■+• 2

d) División de un polinomio por un monomio, 

REGLA:

Como consecuencia de la propiedad distributiva del 
cociente respecto de la suma, el cociente de dividir un po 
linomio por un monomio será igual a otro polinomio de gra
do igual a la diferencia de grados entre el dividendo y el 
divisor, y que tiene por términos, el cociente de dividir 
cada uno de los términos del dividendo por el monomio divi 
sor • *

Así por ejemplo:
(2 X2 - 3 X42 ) ¿-4 = i x2 - 3A x +i

(3 x3 + 2 x2- - x) x = 3 x2 -f- 2 x - 1

e) División de un polinomio por otro polinomio.

Dividir un polinomio por otro polinomio significa 
encontrar un tercer polinomio de grado igual a la dife- 
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renda de grados entre el dividendo y el divisor, y tal 
que multiplicado por el divisor, restituya el dividendo.

Para encontrar el polinomio cociente se procederá 
siguiendo la siguiente regla:

1) Se ordenan tanto el dividendo como el divisor 
según potencias decrecientes (o bien crecientes) de una 
misma letra;

2) Se halla el cociente parcial de dividir el pri
mer término del dividendo por el primer término del divi
sor.

3) Se multiplica este cociente parcial por cada 
uno de los términos del divisor.

Se restan ordenadamente del dividendo estos pro
ductos así obtenidos (OBSERVACION: para que la operación 
de resta sea más simple, al efectuar los productos del C£ 
ciente parcial por cada uno de los términos del divisor 
se le asignarán signo .contrario a los que por regla les 
corresponden, procediendo a sumarlos al dividendo en vez 
de restarlos).

5) Se divide el término de mayor grado del dividen 
do así formado por el termino de mayor grado del divisor, 
y se repiten los pasos 3 y H hasta agotar la división.

El resultado final de la operación puede responder 
a uno de los dos casos siguientes:

a) que el dividendo sea exactamente divisible por 
el divisor.

b) que el dividendo no sea exactamente divisible 
por el divisor.

En el primer caso la secuencia propuesta en el pun
to 5 se agotará cuando el producto (cociente parcial por 
divisor), que de acuerdo al paso se sustrae del divi
dendo, resulte igual al mismo, produciendo en consecuencia 
un resto cero.

En el segundo caso llegara un momento en que los su 
cesivos dividendos alcancen un grado inferior al del divi
sor. El primer valor del dividendo con tal propiedad reci-
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be el nombre de resto.

z Esquemáticamente, y comozconsecuencia de la definí - 
cion dada al comienzo de este párrafo:

= Cociente +Divisor 1 Divisor

Resultando en consecuencia:

Dividendo = Cociente X Divisor 4-Resto

z Trátese por ejemplo de efectuar la siguiente divi
sión de polinomios:

( X5 - 4 x^+9 X3 - 13 x2+6 x) : (x2 - 2 x)

A tal efecto dispondremos dicha operación de la si
guiente manera:

DIVIDENDO^

x~ U x*-+ 9 JT - 13 X +6 X
sí t 2

- 2 x1* 4- 9 x3
+ 2 xU - 4 X3

5 x3 - 13 x2
- 5 x3 +10 x2

- 3 x2 + 6
+ 3 x2 -6

0

(^DIVISOR

x2 - 2 X_________

x3- 2 x2+5 x - 3- 

^COCIENTE

X

X 
RESTO

Resultará así el cociente igual a x^ - 2 x^-f-J x -
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Según la definición de cociente, este polinomio se
rá tal que multiplicado por el divisor restituya al divi
dendo.

En efecto; multiplicando dichos polinomios se tiene

3 2 ***
x - 2 x -|-5 x - 3 COCIENTE

DIVISOR________ x - 2 x___________

x^ - 2 x1* 4- 5 - 3 x2

x5 - U -I- 9 x3 - 13 X2-|- 6 x DIVIDENDO

Si al efectuar la división entre polinomios no se
llega como en el caso anterior a un resto cero, se dispon
drán los resultados de la siguiente manera:

Supongamos se quiera efectuar el cociente entre
3 2(2 r - 3 x + 2 x - J) y ( x-4-5 ) para lo cual dispone

mos estos dos polinomios en la forma que es habitual

DIVIDENDO /---------

- 2 x^ -f- U- x3 * - 10 x2-fc- 6 x

2 x° - 3 + 2 i - 5
- 2 x3 - 10 x2

- 13 x2+ 2 x

-|-13 x ~|-65 x

67 x - 5

- 67 x - 335

| x-4-5 divisor

2 x2 - 13 x-t-67

^^^COCIENTE

Resultando:
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(2 x3 - 3 x* 2-+ 2 x - 5) (x+5) = 2 x2 - 13 x + 67 + Ít2

3 22 x< 3 x -f- 2 x - 5 DIVIDENDO 

que comprueba la exactitud de la división efectuada.

2^+.- TABLAS NUMERICAS PARA LA OBTENCION DE CUADRADOS, CUBOS, 
RAICES CUADRADAS Y RAICES CUBICAS.

En páginas 2 a 17 de las TABLAS MATEMATICAS, de Ed- 
ward Alien con la denominación CUADRADOS, CUBOS, RAICES CUA 
DRADAS Y CUBICAS, CIRCUNFERENCIAS Y AREAS,se tienen tabula
dos los respectivos valores para los números naturales en
tre 1 y 1000.

La disposición de la tabla de la que estudiaremos 
sus cinco primeras columnas, hace que resulte inmediata la 
determinación de un cuadrado, cubo, raiz cuadrada o cúbica 
de cualquier número natural comprendido entre 1 y 1000.

Observemos la trancripción de las 5 primeras filas 
de la tabla según aparecen en la página 16.

x 5

Una comprobación de la exactitud de esta división,se 
la obtiene efectuando el producto del cociente hallado por 
el divisor, y sumándole el resto, debiendo obtenerse como 
consecuencia de la definición de cociente, el dividendo.

En este caso particular se tiene: 
p

2 x - 13 x + 67 COCIENTE

x f 5 DIVISOR
} 2

2 x< 13 x +67 x
10 X2- 65 X +355

2x3-3 x2+2 x +335

- 3>+0 RESTO'
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No. Cuad. Cubo Raiz Cuad. Raíz Cub.

87^
876
877
878
879

765,62^ 
767,876 
769,129 
770,884 
772,6*1-1

669,921,87^ 
672,221,376 
67^,526,133 
676,836,152 
679,151,439

29,580*1- 
29.5973 
29.61*12 
29.6311 
29.6479

9.56*1-7 
9-5683 
9.5719 
9-5756 
9.5792

La forma de consultar la tabla es la siguiente:

a) Se entra a la misma por la columna de la extre
ma izquierda, señalada con la denominación No» y se resta 
la por la misma hasta encontrar el numero cuya potencia o 
raiz se busca.

b) En una misma linea con dicho número se tendrá 
en la columna segunda, tercera, cuarta y quinta respecti
vamente, el cuadrado, cubo, raiz cuadrada y cubica de di
cho número.

Cuando el número cuya potencia o raíz se quiere de 
terminar no figura en la tabla, se procederá según los si 
guiente • casos:

i) Si el número en cuestión está comprendido entre 
dos números que figuran en la tabla se procederá según el 
siguiente ejemplo: Supongamos se quiera hallar la raiz 
cuadrada de 876.3» número comprendido entre 8?6 y 877•

Como la raíz cuadrada varía en forma continua el 
variar el número, la raíz de un número comprendido entre 
otros dos, estara comprendida entre las respectivas raí
ces de dichos números. Así se supondrá que la raíz cuadra 
da de 876.3, cuyo valor se quiere determinar, estara com
prendida entre las raíces de los números 877 y 876, ambos 
números de nuestra tabla.

Dispondremos las raices en cuestión, según el si

guiente cuadro,
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___ERO Rz. Cuadrada

||í:3 2 9.611+2

29.5973

Z\= O.OI69

y efectuaremos el siguiente razonamiento:

, el número varia en 1 unidad, la raíz va-
ría en 0.016Q, nos preguntamos que variación en la raíz 
corresponderá a una variación de 0.3 en el número. Razona 
miento que tiene su expresión en la siguiente relación ó~ 
regla de tres:

___ 1 “ -0,3 
0.0169 ” x

en donde x, que representa la variación de la raíz busca 
da, resulta:

x = O.OI69 x 0.3 = O.OO5O7

Sumando este incremento o variación, al valor dado para la 
raíz de 876 se tiene

29.5973
-------- Q.OO5O7

/876.3 = 29.60237

resultado que redondeado en b- cifras decimales se escribí- ra •
¿876.3 = 29.602^

Una forma de comprobar si el resultado es factible 
cierto,nos la da el hecho de que esta raíz cuadrada 

¿aliada por interpolación, debe estar comprendida entre 
las raíces cuadradas de 876 y 877, hecho que podemos veri- j- icar.
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OBSERVACION:
Se procederá en forma completamente similar a la ex 

puesta, en el caso que se deba interpolar mas de una cifra 
decimal.

Calcular interpolando los valores dados por la ta
bla, el cubo de 187.32. Disponiendo los valores tabulares 
en la forma acostumbrada se tendrá:

1 - 0.32
10?,U69 ~ X

X = 10?,^69 x 0.32

X= 33,750.08

Número Cubo

188 6,6U*,672

187 6,539,203

6,539,203
33,750,08

(187.32)3 6,572,953.08

ii) Si el número en cuestión no está comprendido en 
tre los números dados por la tabla, se le multiplicara por 
convenientes potencias de diez para referirlo al caso ante 
rior.

Así por ejemplo si se quiere calcular 70.0008? se 
procederá de la siguiente forma:

o para mayor comodidad.

0.0008? = ¿85.0. -

j io6
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la elección del orden más conveniente para la potencia 
de diez, seis en el caso anterior, dependerá de la ca
pacidad de la tabla, hasta 1000 en la de Alien, y or
den de la raíz, tratándose en lo posible de lograr una 
simplificación entre el orden de dicha potencia y el 
índice de la raíz, facilitando así la correspondiente 
división numérica.

Como regla práctica, para el cálculo de ralees 
cuadradas de números que no figuren en la tabla, podrá 
sugerirse multiplicar o dividir el mismo por potencias 
pares de 10, reservando para las ralees cubicas, las 
potencias de 10 de exponentes múltiplos de 3.

25.- LOGARITMOS.

Se llama logaritmo en base a (positiva y dis
tinta de uno) de cualquier número (positivo) a la po
tencia a que hay que elevar la base para obtener el nú 
mero dado. ”

Así se escribirá:

log b = c 
z z ccumpliéndose por definición a — b y en 

consecuencia
aloga b = b

Numéricamente se tendrá:
5

log2 32 = 5 porque 2 - 32

log^ 27 = 3 porque 3^ = 27

Resulta como consecuencia de la definición, que 
existen infinitos sistemas de logaritmos, según se le 
asignen valores (positivos y distintos de 1) a la base 
a.

En la practica se trabajará casi exclusivamente 
con logaritinosde base 10, a los que llamamos logaritmos 
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vulgares, decimales, o de Briggs. (Dado este nombre en 
honor del matemático ingles que por primera VeLC^2ÍL° 
v nublicó una Tabla de logaritmos.) Otro tipo de loga
ritmos, llamados naturales o Neperia.no|, considera como 
base un número trascendente del análisis, el numero e .

OBSERVACIONES:
1) En cualquier sistema de logaritmos el ÍQgarit 

mo de la base es igual a uno.

Así por ejemplo:
log a = 1 ya que a1 = a. 

a

2) En cualquier sistema el logaritmo de la uni
dad es cero.

Así se tiene:

o -log0 1 = . o ya que a = 1 a

3) Si la base, que debe ser positiva, se tora ma 
yor que 1, cada número mayor que uno tendrá un logarit
mo positivo, y a cada número menor que uno, le corres- 
pondera un logaritmo negativo. (Inversamente ocurrirá si 
se considera la base menor que uno).

26.- PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LOS LOGARITMOS..

i) Logaritmo de un producto.

En una base cualquiera el logaritmo del producto 
de dos números (positivos), es igual a la suma de los 
logaritmos de los factores.

loga

En efecto: 
tiene:

(b.c) = loga b -|- loga c

en virtud de la definición de logaritmo se
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b = alo®a b ; c = aloga c

multiplicando m.a.m. se tendrá:

b X c = a10ga b x alo^a c

b x c = aloga b + loea c

que nos dice: (loga b 4- lOga c ) es la potencia a que

hay que elevar la base "a" para obtener b x c . En vir 
tud de la definición de logaritmo se tendrá entonces:"

loga (b x c) = loga b 4- loga c

^na extensión de esta propiedad nos conduce a la siguiente:

loga (bxcxdxe) = loga b -v loga c-vloga d 4-loga e 

i i i) Logaritmo de un cociente•

, En cualquier base el logaritmo del cociente de 
dos números (positivos) es igual a la diferencia entre 
el logaritmo del dividendo y el logaritmo del divisor.

Así por ejemplo:

loga ( c } = 10ga b - 10ga c

En efecto; de la Igualdad

7 x c = b

lisia
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Se deduce, al aplicar el teorema anterior

loga ( c } + 1Oga C = 10ga b

de donde:
loga ( I > = loga b ’ 10ga C

iv) Un caso particular de esta propiedad se ob
tiene al considerar b — 1 • Se tiene así:

loga ( c } = ’ 10ga c

A esta cantidad (-logQ c ) se la designa con el - - • x -nombre de cplogaritmo.

v) Logaritmo de una potencia.

El logaritmo de una potencia cualquiera de un 
numero positivo, se obtiene multiplicando el exponente 
por el logaritmo de la base de la potencia.

Así por ejemplo: 

loga bc = c x loga b

En efecto: en vitud de la definición de logaritmo se 
tiene:

10ga b b = a a

elevando ambos miembros aja potencia c se tendrá:

b° = ac x loga b

que nos dice que: (c x loga b) es la potencia a que hay 

que elevar la base a para obtener el numero b • Sera
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en consecuencia:

l°8a bc =□ c x loga b

▼i) Logaritmo de una ral^.

la propiedad anterior se 
aiz es igual al cociente de

Como una consecuencia de

dividir el logaritmo de la cantidad sub-radical por el índice de la raíz. x

Así se tiene:

1 
bmloga loga A xlog b 41 <*

27.- LOGARITMOS DECIMALES.

Como se recordará denominamos así a aquel sistema 
de logaritmos que adopta como base el numero 10.

De ahora en adelante, al referirnos a los logarit
mos decimales, escribiremos log x en lugar de log1Q x

De acuerdo a la definición de logaritmo, se obser
va 9ue las potencias enteras de 10 tendrán por logaritmo, el orden de la potencia. panuro,

Así: 
log 100 = 2 ya que 102 = 100

log 100,000 = 5 ya que 10^ = 100,000

log 0.1 = -1 ya que 10-1 - 1 __ n ,
- 10 - U--L

log 0.01 = -2 ya que lO*2 - 1 - o.01
102 '

quezestán comprendidoszentre potenAsí, los números que están comprendidos entre poten 
ní:í^??teraS4.de díez’ tendran por logaritmos números com-~ 
prendidos entre dichas potencias.

teraS4.de
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Los logaritmos decimales están en consecuencia, for 
mados por una parte entera que recibe el nombre de caracte 
rística, y «na parte decimal llamada mantisa.

Así se tiene:

log n zz c + m

en donde c , la característica, se determina siguiendo 
una de las siguientes reglas:

Regla I.- La característica del logaritmo de un nú
mero mayor que uno, se obtiene disminuyendo en una unidad 
el número de cifras de la parte entera.

Regla II. La característica del logaritmo de un nú
mero positivo menor que 1, tiene tantas unidades negativas 
como ceros precedan a la primera cifra significativa del 
número.

y m , la mantisa, se obtiene consultando la tabla de lo
garitmos decimales.

PROPIEDAD DE LAS. MANTISAS DE LOS LOGARITMOS DE DOS 
QUE DIFIEREN EN POTENCIA ENTERA DE 10.

La mantisa de logaritmo decimal de un número no al
tera cuando se multiplica o divide al número por una poten 
cia entera de 10. En efecto;

log ( b x 1011 ) = log b + log 10n

log ( b x 10n ) = log b -v n

como n se consideró un número entero, queda así demostra
do que su valor no altera el valor de la mantisa.

TABLAS DE LOGARITMOS DECIMALES:

Estudiaremos las provistas en la colección "Tablas 
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de “¥ardJul?n- En ella aparecen las manti- 
2t= logaritmos de números de cuatro cifras, calca- 

ladas estas mantisas con seis decimales. 5

, ___ Oe°n de la observamos que la
i-dxbie entrada’ Para leer, en este tipo de pre- 

S nn Ho?o„t?b’^ar,'el valor de la,mantisa que corresponde 
nadonumer°> se deberá resbalar verticaliente 

p°f Í Primer columna de la tabla, hasta llegar a una 11- 
",itenga oom9 cabecera las tres primeras cifras sig
nificativas del numero cuya mantisa buscamos; y desnlazar- 

horizontalmente por esta línea hasta llegai- a una 
casilla cuyo encabezamiento corresponda a la cuarta cifra 
«J’ñoTUI1?r0 b?tCada‘,Enzesa casilla se podrá leer la manti- 
sa del logaritmo del numero buscado.

' 4 Para fijar mejor las ideas efectuemos un ejercicio 
numérico. Supongamos que se quiera buscar el logaritmo del 
numero 68*4-3. Para esto procederemos de la siguiente manera: 

^alcuiamo? la característica que corresoonde al 
logaritmo de este numero; 3 en este caso, ya que se trata 
de un numero de cuatro cifras.

n^^o2/i?USSanlOS Ja “antisa Que corresponde a este núme- 
dl d? e? la fornla indicada en el párrafo anterior 

resbalamos a lo lar^o de la primera columna de la tabla
®\nM1«ro 684 (página 4?) y luego nos des

plazamos horizontalmente hasta colocarnos debajo de la co
lumna encabezada, con el numero 3. (Habremos llegado así, 
la t»hi« entr¿o)a4sa ia Posición que le corresponde en 

1 n?“ero 68^3). En este lugar hallamos la' segunda 
manti «’rtoila?’ta’ i?1111? 7¿o1e?ta cifra correspondiente a la 
mantisa del logaritmo de 684-3• Las dos primeras cifras de 
„a ?antisa del loSari*!i>o buscado, por no variar muy rapida 
mente, permanecen constantes para unos cuantos números; y~ 

eS la razon Por la que se omite su escritura para cada 
f i* fStaf d2S Prlmeras cifras, 83 en este caso, apare 

cen a la izquierda, en la columna encabezada con la cifra 
0, correspondiendo las mismas a todo el gruño demarcado en 
tre trazos horizontales. * ~

00 < ?n ejemplo se tendrá que la mantisa de 68M
rn™ÍSUal ? ; de la cual las dos primeras cifras
comunes al grupo son leídas en la columna 0 a la altura
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del número 677 y las últimas cuatro son leídas en la in
tersección de la fila correspondiente al número 681! con 
la columna correspondiente al número 3.

Se tiene así, que el logaritmo decimal del número 
68h-3, correcto con 6 cifras decimales será:

log 68*+3 = 3 + 0.83521+7

caracte- mantisa 
rística

Este resultado se escribirá:

log 68U3 = 3.83521+7

Si se quisiese calcular el logaritmo de un número de menos 
de cuatro cifras, se trabajara de idéntica manera, recordan 
do la propiedad ya vista que dice: la mantisa del logarit
mo de un número no altera si se multiplica o divide al nú
mero por una potencia entera de diez.

Si para fijar las ideas quisiéramos por ejemplo de
terminar la mantisa del logaritmo de 276, como esta sera z 
igual a la que corresponde al logaritmo de 2^60, se tendrá 
en la tabla correspondiendo a tal valor el r^úmero M+0909. 
Como la característica de 276 es 2 se tendrá

log-276 = 2.M+0909

28.- Búsqueda del logaritmo de un número que no figura en 
la tabla.

Sea por ejemplo nuestro problema buscar el logarit
mo del número 5682.3 . Vemos de inmediato que por tratarse 
de un número de cinco cifras, escapa al alcance de la ta
bla, que solo abarca números de hasta cuatro cifras. Para 
obviar este inconveniente interpolaremos linealmente los 
valores númericos provistos por,nuestra tabla de logarit
mos. Al efectuar la interpolación se establece el siguien
te supuesto: por ser el logaritmo una función continua de 
una variable continua,ocurrirá que, a pequeñas variaciones 
de lazvariable corresponderán pequeñas variaciones de la 
función. Esta propiedad de las funciones continuas es la 
que justifica el siguiente razonamiento:
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proYée la “antisa uel logaritmo de 5682, 
es O.7^501, y la mantisa de logaritmo de 5683,que ¿s 

o. /5^5/g • Como^el numero cuya mantisa se quiere determi
nar, ^682.3 esta comprendido entre 5682 y 5683, su mantisa 
estara comprendida entre las correspondientes mantisas. Es 
quematicamente esto se sintetiza de la siguiente manera:

5682 < 5682.3 < 5683

log 5682 < log 5682.3 < log 5683

. Consultada la tabla cambiaremos las anteriores de
sigualdades por el siguiente par

5682 < 5682.3 < 5683

3.75^501 < log 5682.3 < 3.75^578

Ante las que efectuamos el siguiente razonamiento: cuando 
c£oXarl^zo?xVar^a en 11113 un|da<i la cuarta cifra (de 
5602 a 5683) la mantisa varía en 71 unidades de la sexta cifra ( de 75^501 a .75^578), en consecuencia a ÍCa Caria 
eion da 0.2 unidades de la variable corresoonderá una va
riación de x unidades de la mantisa. Este esquema equi
vale a resolver la siguiente regla de tres:

1
71

0.2

de.donde x , incremento o variación de la mantisa resol- La :

x = 0.2 x 7.1 = lh-,2 

que nos dice que a una variación de 0.2 en la variable co
rresponde una variación de 1b-.2 unidades de la sexta cifra 
en la característica.

Consecuentemente, el logaritmo del número 5682.2 se 
obtendrá sumándole al logaritmo de 5682 la variación que
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se acaba de calcular.

A fin de trabajar ordenadamente dispondremos nues
tros cálculos de la siguiente manera:

log 5682 = 3.75^501

A = 71 ; p.p. .2 =1U.2

log 5682.2 = 3.75^51^

OBSERVACION: el incremento de la función, 71 en este ejem
plo, suele indicarse tanto con el símbolo como con la 
abreviatura dif.

29 .- Empleo de las tablas de parteg proporcionales en la 
búsqueda de logaritmo de un numero que no figura en 
la tabla.-

A fin de evitarnos el trabajo de estar resolviendo 
un problema de regla de tres, cada vez que se deba buscar 
el logaritmo de un número que no figura en la tabla, recu
rriremos a las tablas de partes proporcionales que figuran 
en la parte inferior de cada página de nuestra tabla de lo 
garitmos. Ellas no son otra cosa que tablas de multiplicar, 
en donde uno de los factores se considera igual al incre
mento de la variable y el otro igual a la diferencia tabu
lar o incremento de la función.

Habíamos visto en el número anterior que para resol 
ver la regla de tres que planteamos, se debía multiplicar 
el incremento de la variable por la diferencia tabular ob
servada. Precisamente el resultado de esta multiplicación 
se halla en la intersección de la fila correspondiente a 
la diferencia tabular observada con la columna correspon
diente al incremento de la variable. Siguiendo el ejemplo 
anterior se observa en la intersección de la fila corres
pondiente a una diferencia tabular 71, con la columna co
rrespondiente a un incremento de la variable de .2, el va
lor 1J+.2, que indica la cantidad correspondiente a la va
riación de la función para una variación de la variable de 
.2.
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. La Presentación ordenada de los resultados, emplean 
do la tabla de partes proporcionales, observará la mi'sma - 
forma que la vista en el párrafo anterior.

Cuando se busca el logaritmo de un número de más de 
cinco cifras, 6 por ejemplo, se deberán interpolar dos ci
fras en la variable, lo que es resuelto en la forma corrien 
te si se trabaja directamente resolviendo la regla de tres? 
Para emplear en este caso la tabla de partes proporciona
les, se deberá trabajar cifra por cifra, interpolando pri
mero la quinta cifra tal como se hiciera antej tormente y 
cuidando al interpolar la sexta cifra,de correr la ubica
ción del punto decimal en un lugar hacia la izquierda.

Ejemplo numérico: Consideremos.por ejemplo la bús
queda del logaritmo del numero fíójh-.63, que dispondremos 
de la siguiente manera:

log 865^ = 3.937217
A = 50; p.p .6 = 30

P-P .03= 1.5

log 865^.63 = 3.937258 5

log 865^.63 = 3.937259

resultado que redondeamos reforzando en una unidad la sex
ta cifra. La parte proporcional correspondiente a .6 ó sea 
30, es leida directamente en la tabla, mientras que la par 
te proporcional correspondiente a .03 o sea 1.5 se obtiene 
desplazando un lugar hacia la izquierda la posición del - 
punto decimal que muestra la tabla, 15 en este caso.

Interpolación en la búsqueda de antilogaritmos.

Hasta ahora se ha considerado el problema directo, 
es decir dado el numero se pide determinar su logaritmo. 
Consideraremos ahora el problema inverso o sea: conocido 
el logaritmo, encontrar el numero al cual corresponde. A
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esta operación inversa se la designa con el nombre de an- 
tilogaritmación.

Si se tiene por ejemplo:

log x = a

se tendrá:

antilog a = x

Para la determinación del antilogaritmo de un núme
ro se empleará la tabla de logaritmos, entrando por el va
lor de la mantisa o parte decimal y considerando la parte 
entera o característica para la afijación del punto deci
mal en el resultado.

De esta forma si por ejemplo se quisiera determinar 
el antilogaritmo de 2.63558b-, la mantisa buscada en la ta
bla me conduce al número *+32.1, entendiendo que tiene tres 
cifras enteras ya que la característica , 2 en este caso, 
así lo indica.

Inmediatamente se comprende que al buscar el anti- 
logaritmo de un número, muy difícilmente figure éste en 
la tabla. Si por ejemplo hubiéramos buscado el antiloga
ritmo de 2.63562b,no obtendríamos un resultado exacto. Pa
ra obviar esta dificultad es que se procede a interpolar 
al buscar un antilogaritmo que no figura en la tabla.

Para llevar a cabo esta interpolación se efectúa el 
siguiente razonamiento: como la mantisa 63562b- está com
prendida entre 63558b- y 635685 (que son,respectivamente - 
las mantisas de los logaritmos dé los números cuyas prime
ras cuatro cifras significativas son b-321 y b-322) a ella 
le corresponderá un número comprendido entre estos dos. Se 
tendrá asi que a 63562b- corresponderá,(no considerando la 
ubicación del punto decimal) un número mayor que b-321 y me 
no que b-322. Para determinar el incremento correspondien
te, se plantea la siguiente regla de tres-: cuando la manti 
sa varía en 101 unidades, diferencia entre 63562b- y 635685? 
el correspondiente número varía en una unidad de la cuarta 
cifra, luego,a una variación de b-0 unidades en la mantisa 
corresponderá una variación proporcional en el número. Es-
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quemáticamente

Se tendrá:

de donde resulta el valor de x , incremento del número

I=í&- = °-3’6
expresado en unidades de la cuarta cifra.

Esta operación puede ser resuelta en una primera - 
aproximación empleando las tablas de partes proporciona
les provistas por las tablas de logaritmos. Para ésto, una 
vez determinada la diferencia tabular, 101 en este caso.se 

5 la buscando en la^fila correspondiente a di- 
Ln * í «renda tabular, a que numero corresponde el valor 
!+°- Asi en esta forma se cambia el sentido de consulta a 
la tabla entrando por el numero v saliendo por el encabeza- 
miento de la columna. El valor 40 no figura en la tabla, 
pero un valor próximo, aparece en la columna del h-, 
por lo que a nuestra diferencia corresponderá un número al 
go inferior a 4. El determinar la magnitud de esta aproxi
mación llevarla a resolver una nueva regla de tres, por lo 
que este método se recomienda tan solo para dar una prime
ra aproximación del incremento correspondiente a un antilo 
garitmo cuando la mantisa no figura en la tabla. “ 

31.- Logaritmos naturales o neperianos.

número 
te

e

Son aquellos que tienen como base del sistema, el - 
e del análisis, en donde, como se verá más adelan
= lim (ifX)n y en números: 

n->oo n

e = 2.718828 .

Si bien en los cálculos logarítmicos corrientes se 
emplean casi exclusivamente logaritmos decimales, los pro 

caso.se


50

blemas logarítmicos del calculo infinitesimal se expresa
rán exclusivamente en sistemas de base e . Veremos, por 
tanto, la relación que hay entre estos dos sistemas de lo
garitmos.

Por definición de logaritmo se tiene:
en base a en base e

loga x V -r _ e10ge X - xx = a x = c — a.

logaritmando en base e
arabos miembros

log x = log x . log a e a “

de donde resulta:

loge x = loga x •

y recíprocamente

loga x = logQ x .

Específicamente, para
les y en base e , resulta la

lg x = log x • —------
log e

y recíprocamente:

log x = lg x • —-----
lg 10

logaritmando en base a 
ambos miembros

loga x = loge x . loga e.

1
loga e

—1u—
loge a

el caso de logaritmos decima- 
siguiente relación:

■ = 2.3026 . log x

= 0A326 . lg x

fórmulas éstas que permiten expresar el logaritmo neperia- 
no de un número, conocido su logaritmo decimal, asi como re 
solver el problema inverso.
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32 .- VARIABLES:

Ya se habló al presentar los números reales sobre 
co'mo los números dotados de signo sirven para medir seg
mentos de recta cuando se les considera orientados. Es ne 
cesarlo que nos ocupemos de éstos en forma más precisa.

Una recta x cualquiera.puede ser recorrida en - 
dos sentidos distintos y opuestos, a los que llamaremos 
respectivamente positivo y negativo. (Se acostumbra asig
nar al sentido de izquierda a derecha el signo positivo, 
y al sentido contrario, de derecha a izquierda,el signo 
negativo).

Fijado sobre la recta x un punto 0, al que llama 
remos origen, y fijada además una unidad de medida, cada 
punto P de la r?cta está situado a una distancia 0P del 
origen, que está medida por un número bien determinado, 
al qie corresponderá signo positivo o negativo según se en 
cuentre el punto P a la derecha o a la izquierda de 0.

Así se hace corresponder al punto P de la recta x 
un número p , al que se designa con el nombre de abscisa 
del punto P. Recíprocamente, dado un número a, existe so 
bre la recta un punto A tal que la medida de la distancia 
0A sea igual a a, es decir admite el número a como abs 
cisa.

Resulta de ésto que al origen 0, tomado sobre la 
recta, habrá de corresponderle una abscisa cero. Asimismo 
resulta que la abscisa de un punto fijo M sobre la recta, 
varía al variar el punto que se considere como origen, y 
al variar la unidad de medida que se considere.

Se observa que;para un sistema fijo, es decir para 
una dada posición del punto origen 0, y una dada unidad de 
medida, la abscisa de un punto M depende exclusivamente de 
la posición del mismo sobre la recta.

Dado sobre una recta un sistema de referencia^la 
distancia AB entre dos puntos A, B, de abscisas respecti
vamente Iguales a a y b, está dada por la diferencia de 
abscisas, AB = b - a en tanto se considere b > a .



Hasta ahora hemos considerado en forma individual 
a lo.s distintos puntos sobre la recta x . Cuando se hable 
en forma genérica del conjunto de todos ellos,se los desig. 
nará bajo el nombre de valores de la variable x. Así los 
valores que puede tomar la variable x en el caso ante
rior, son los de los números reales. Estos valores que pue 
de tomar la variable reciben el nombre dé campo de varia
bilidad de la misma. Se pueden considerar igualmente va
riables cuyo campo de variabilidad sea por ejemplo el de 
los números naturales.

Se dirá para estos dos casos particulares, que co 
rresponden respectivamente a una variable continua y a 
otra discontinua.

33 .- FUNCIONES:

Si se tiene una variable x, susceptible de tomar 
diversos valores, y se supone que al variar la x, varía 
en forma correspondiente otra variable, y , tal que a ca 
da valor de x corresponda un determinado valor de y, se 
dirá que y es función de x, escribiendo tal relación 
mediante el símbolo y — f (x), que se lee y igual a 
función de x.

, Una función puede conocerse en base a mediciones, 
determinando una correspondencia entre pares de valores, 
o puede también conocerse en modo analítico o algebraico, 
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fijando el operador que gobierna la forma de la f (x). 

Así por ejemplo la función

y = 2 x 4-3

define a la y como una función de primer grado en la va 
riable x.

3b-.- COORDENADAS CARTESIANAS EN EL PLANO.

Consideremos sobre un plano dos ejes perpendicula
res, a los que designamos según: eje de la variable x, y 
eje de la variable, y. Consideremos además para los mis
mos, un origen común 0, dado por la intersección de los 
dos ejes, una unidad de medida común a ambos ejes y un 
sentido positivo para cada uno de ellos.

Se acostumbra trazar el eje x en dirección hori
zontal y con su sentido positivo hacia la derecha, el eje 
y en dirección vertical y con su sentido positivo hacia 
arriba.

Si por un punto P del plano, trazamos dos direccio 
nes respectivamente,paralelas a los ejes ,x e y, queda 
determinado un rectángulo que tiene por vértices el origen, 
el punto P, y las intersecciones de los ejes con las rec
tas trazadas.

El segmento BP igual al 0A mide la distancia del 
punto P al eje de la variable y. El segmento B0 igual al
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ÁP mide la distancia de_ P al eje de la variable x. A 
la medida del segmento OA que designamos con x, la llaga
remos abscisa del punto P; y a la medida del segmento AP 
que designamos con y, la llamaremos Qrden^a del punto 
P. El nombre genérico para estas dos características de 
un punto: abscisa y ordenada, es el de coordenada? ¿fil 
punto. Se tiene asi que, dado un punto P del plano, le 
corresnonderán dos coordenadas x e y ; reciprocamente 
dado un par de valores, x e y , referidos a un sis
ma de coordenadas cartesianas, existirá un punto P del 
plano que los tenga por abscisa y ordenada respectivamen- 
te.

Para indicar un punto P que tenga por abscisa el 
valor 2 y por ordenada el valor 3, se emplea la notación 
P (2,3) denotando siempre las coordenadas de P en tal or 
den, primero la abscisa y luego la ordenada. Reciproca
mente si nos referimos a un punto M (5,1), la represen
tación del mismo en el anterior sistema de ejes, deberá 
efectuarse considerando un desplazamiento horizontal po
sitivo de 5 unidades y luego un desplazamiento vertical 
positivo de una unidad.

El sistema de ejes coordenados ortogonales divide 
al plano en cuadrantes, a los que corresponden puntos 
cuyas coordenadas tienen los signos que muestra el si
guiente esquema.

35 .- DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS:

Dados Px (xT , yx) y P2 , y2),determinar la 

distancia d = P^ P2
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Observemos el triángulo P1 P^ A-, rectángulo en A.

En virtud del teorema de Pitágorasse tiene:
2 2 2

P1 P2 = P1 A + A P2

que expresado en términos de los datos del problema se e¿ 
cribira:

2 2 a
d = (^ - xT) +(y2 - yT)

resultando:

Fórmula que nos da la medida de la distancia entre 
dos puntos en función de las coordenadas de los mismos.

De la doble determinación de la raíz en cuanto al 
signo, se considerará siempre la positiva, por tratarse la 
distancia entre dos puntos de una magnitud esencialmente 
positiva.



36 .- ECUACION DE LA RECTA.
Si representamos en un sistema de ejes coordenados 

los puntos de la siguiente tabla de valores

-3 
-2
-1 

0
1
2 
3

-3
-2
-1

0
1
2
3

observamos que los mismos caen sobre la bisectriz del án
gulo x o y. >

p’ M’

Todos los puntos del plano que están sobre tal línea tie
nen la propiedad de tener abscisas y ordenadas iguales en 
magnitud y signo. En consecuencia la condición que sopor
tan los mismos estará expresada por la siguiente ecuación 
y = x .

Consideremos un punto cualquiera sobre la bisectriz 
por ejemplo P ( x7y ), tracemos por P una paralela al ej( 
y , denotemos con P’ la intersección de dicha paralela, 
con el eje de las x, y observemos en el triangulo OPP', 
rectángulo en P’ , la relación entre sus dos catetos



Si se modifica la posición del punto P se podrá conside
rar un nuevo triángulo, semejante al OPP’. Sea éste,por 
ejemplo, el OMM’ . Consideremos en éste la relación entre 
los dos catetos MíP-las dos relaciones anteriores son igua 

OÍ?
les, ya que por ser OPP> y OMM triángulos semejantes > se 
cumplirá la propiedad que dice: "en triángulos semejantes 
los lados homólogos son proporcionales”. Como consecuen - 
cia de ésta se tiene

PP* _ OP*
MM’ ” OM’.

y su consecuencia

PP’ _ MM*
' OP* ” OM’

que demuestra la igualdad enunciada. Esto nos muestra que 
el valor de tal relación no depende de la ubicación que 
le asignamos al punto sobre la recta, sino de una caracte 
rística propia de la misma y que por lo tanto estará con
tenida en la ecuación de la recta. En la expresión ante
rior se estudia la relación entre la ordenada y, de un pun 
to, y la abscisa x del mismo. Tal relación, despejada 
de la ecuación de la recta bisectriz del x o y* : y = x, 
nos conduce a expresar

que nos da el valor de la relación anterior para la recta 
de ecuación y = x .

z Consideremos la función y = 2 x ; una valoriza
ción conveniente y la representación gráfica de los corres, 
pendientes puntos, nos muestra que corresponde a una rec
ta que pasa por el origen, pero que forma con el sentido 
positivo del eje de las x un ángulo mayor que el origina 
do por la recta de ecuación y — x .
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X y

-3 
-2
-1

O
1
2 
3

Si consideramos un punto P sobre la misma, se tendrá,pro
yectado éste sobre el eje de las x , y considerando este 
punto P , el origen, y el punto P’ como vértices de un - 
triángulo, habremos formado el OPP rectángulo en P> . Con 
sideremos en él la relación

PP
OP'

Por lo expuesto en el punto anterior,el valor de este co
ciente, que mide la relación entre la ordenada y la absci 
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sa de un punto de la recta, no depende del punto conside
rado sino que es una relación invariante, propia de la z- 
recta. Si en la ecuación y = 2 x formamos la relación 
anterior, se tendrá:

2x

En general la ecuación de una recta cualquiera?que pase 
el origen será y = bzx ¿ en donde b (coeficiente angu
lar) expresa la relación que existe entre la ordenada de 
un punto de la misma y su correspondiente abscisa. Emplean 
do términos de la trigonometría, diremos que el coeflcien 
te de x en la ecuación de la recta, mide la tangente del 
ángulo que forma la recta con el sentido positivo del eje 
de las x.

Consideremos la función y - 2 -f-x, que es un ca
so particular de la más general de este mismo tipo: 
y — a -f-x . Una conveniente valorización, seguida de la 
correspondiente representación gráfica^nos muestra que es 
ta función corresponde a una recta, paralela a la bisec
triz del x o y , situada dos unidades por encima de la 
misma. La significación de a es inmediata. Para x — o 
resulta: y = a , es decir indica que la recta pasa por 
el punto de coordenadas (o,a). Por tal razón recibe el 
nombre de ordenada al origen; Un valor positivo de la mis. 
ma indica que la recta tiene una ordenada al origen positl 
va, es decir corta al eje de las y en su semieje positi 
vo. Similarmente una ordenada al origen negativa,corres
ponde a una recta que corta al eje de las y en su semie 
je negativo.

En general y = a-t-b x representa la , ecuación de 
una recta cualquiera, en donde a y b , parámetros de 
la misma, tienen la significación vista. Cuando se asignan 
a los mismos valores determinados, lo que se hace es parti 
cularizar, individualizando una de toda una familia de in 
finitas rectas representadas por la ecuación

y - 3 + i x

Repres° ."ación gráfica de algunas rectas:

Consideremos por ejemplo la recta de ecuación
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y = 3 ■+ i x

Para conocer la gráfica representativa de la recta 
correspondiente a esta ecuación, bastará con determinar 
dos puntos de la misma, ya que por geometría sabemos que 
por dos puntos cualesquiera pasa una sola recta. Para de
terminar dos puntos cualesquiera de la misma, damos dos 
valores arbitrarios a la variable x , obteniendo d9s va
lores correspondientes para la variable y • resultara, con 
siderando por ejemplo una valorización en ios puntos -2 
y 0 , la siguiente esquematización:

En general puede resultar conveniente indicar la función 
a la cual corresponde la linea trazada sobre el plano de 
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referencia. Esto resulta especialmente útil cuando sobre 
un mismo sistema de referencia se representan dos o más 
funciones. Si por ejemplo queremos representar en el mis
ino, sistema la recta de ecuación y= -2+2 x esta indica 
ción permitirá un reconocimiento posterior de la función.

ANALISIS COMBINATORIO

37 .- ARREGLOS ?

i) Definición: Dados m objetos distintos, llama
remos ARREGLOS de orden n de estos m objetos, a todo 
grupo de n objetos cualesquiera tomados de estos m , 
considerando cómo distintos a dos grupos, cuando se dife
rencien en la naturaleza de los elementos que los forman, 
o si están formados por los,mismo elementos, cuando difie
ran en el orden de colocación de los mismos.

Denotaremos con Affi^n a los arreglos de m obje

tos tomados de a n.

ü) Formación del numero de Arreglos. Para formar 
los Am,n Procederemos de la siguiente manera: Supongamos 

formados todos los correspondientes a los m ob
jetos. Si a cada grupo le agregamos un elemento de 
los m, que no figure éntrelos (n-l),se tendrán entonces 
grupos de n objetos. El número de elementos que no figu
ran en cada arreglo de orden (n-1) será igual a m -(n -1) 
_ m - n +lz. Así, cada arreglo de orden (n-1) da lugar 
a la formación de m-n+1 grupos de orden n. Estos grupos 
de n elementos formados con los m objetos, son arre
glos, ya que difieren entre si por la naturaleza o el or
den de los elementos que los forman.

Observamos que dos arreglos así formados son dis
tintos ya que difieren en la naturaleza del último elemen
to. Observamos también que dos arreglos de orden n prove
nientes de dos arreglos de orden (n-1) distintos, son dis
tintos ya que difieren en el orden o en la naturaleza de 
los (n-1) primeros elementos. Esto nos dice que no se repi
te ningún arreglo. F
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Ante el interrogativo de si hemos formados todos 
los arreglos,razonamos: escogiendo arbitrariamente un 
Am,n > al quitarle el último elemento obtenemos un Amj(n_i) 

el cual está entre los que sirvieron de partida para la 
formación de los Am n . Como a éste le hemos agregado to
dos los posibles ’ elementos restantes,resulta que en
tre los arreglos formados figura éste. Se han considerado 
así todos los Am?n .

Corresponderá escribir por lo tanto:

\),n — Am,(n-1) x (m - n -f-1) *

iii) Cálculo del número de Arreglos. Es evidente 
que el número de arreglos de orden 1 que se puede for
mar con m objetos es m . Así, con los objetos a , b , 
c , d se pueden formar arreglos de orden uno que son: 
a ; b ; c ; d . Se tiene así:

Am,l = m

Aplicando a esta expresión la ecuación recurrente 
que aparece más arriba,se tiene el número de Arreglos de 
orden 2 que se pueden formar con m elementos. Así:

Am,2 = ^,1' (“-1) = “ (nl‘1)

y similarmente el número de arreglos de orden 3 estará da
do por

^,3 = ^10,2 * = m (®-l) (m-2)

Sin más, se observa cpe el número de arreglos de m 
objetos tomados de n esta dado por el producto de n fac
tores decrecientesza partir de m . La expresión que nos 
dara entonces el número de arreglos será:



EJERCITACION:

Con los elementos a , b , c , d formar los corres
pondiente arreglos monarios, binarios, ternarios y cuater
narios. Para ésto,seguiremos el camino ya recorrido cuando 
determinamos el número de arreglos distintos que se podían 
formar con m objetos tomados en grupos de n . Comenzare 
mos así formando los arreglos de orden 1 , una vez obten! 
dos éstos le agregaremos a cada uno de ellos un elemento 
de los m que no figura entre los ya considerados. Obten! 
dos de esta manera los arreglos binarios, la aplicación de 
este mismo método nos conduce a la formación de los terna
rios y así hasta completar.

Al+,1 - h-

a

Los correspondientes arreglos son:

c , d

Ah-,2 — b- x 3 = 12 5 siendo los correspondientes arre-

glos:

a b b a c a d a

a c b c c b d b

a d b d c d d c

A1S3 — h- x 3 X2 = 2>+ ; siendo los correspondientes

arreglos1 •
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= *+ x 3 % 2 x 1 = 2U ; los correspondientes ¡

son:

a b c d b a c d cabd dabc

a b d c b a d c cadb dacb

a c d b b c a d cbad dbac

a c d b b c d a cbda dbca

a d b c b d a c cdab dcab

a d c b d b c a cdba deba

38.- PERMUTACIONES;

i) Los A^^ ó sea las distintas.disposiciones que 

puede presentar un grupo de m objetos tomados en conjun
to, reciben el nombre de PERMUTACIONES. Así se tendrá que 
dos permutaciones, por estar formadas por los mismos ele
mentos diferirán exclusivamente por el orden de colocación 
de los mismos. Para el cálculo del número de permutaciones 
distintas que se pueden formar con m objetos, se aplica 
la fórmula que da el número de Arreglos, en donde se asig
na a n el valor m . Se tiene así:

A- _ = m (m-1) (m-2) ... (m-m 4-1)LU , U1

Am,m = m (m-2) ... 1 = m ’.

En donde con m ! designamos el producto de todos 
los factores enteros comprendidos entre uno y m .

Denotando con Pffi a las permutaciones de m obje

tos se tendrá: ____ _____________________

Pm = m (m-1) (m-2) ... 1 = m !



Aplicando las fórmulas conocidas para el número de 
arreglos y de permutaciones se tendrás

m (m-1) (m-2) ... (m-n 41)

En el numerador de esta expresión figuran n fac
tores decrecientes desde m hasta m-n 41 • Sabemos (jue 
al multiplicar numerador y denominador de una expresión 
por una misma cantidad, el valor de la expresión no alte
ra. Eligiendo esta cantidad igual a (m-n)! se tendrá

Cm,n m (m-1) (m-2) . . . (m-n 41) (m-n) ! 
(m-n) ! n!

de donde resulta la fórmula final

Para que esta fórmula sea más general se conviene 
en asignar a 0! el valor 1 , resultando así como caso 
particular

= 1

iii) Formación de las combinaciones. Para formar 
las combinaciones n-arias de un grupo de m objetos, su



nnastos dispuestos en una forma determinada, se conside
ran ya formadas las combinaciones de orden n-1 de esos 
mismos m elementos, y se procede a agregar a estos grupos 
aquellos elementos de los m ,que no figuran en los gru 
pos y se encuentran a la derecha de los elementos ya con
siderados. Para llegar así a las combinaciones n-arias, 
se comenzará por las unitarias,binarias, ternarias, etc., 
hasta llegar a las de orden n .

iv) Números combinatorios complementarios. Un núme 
ro combinatorio en su forma Euleriana

Cm,n = < 5 >

admite para m y n las denominaciones de numerador y 
denominador respectivamente.

Diremos que dos números combinatorios son comple
mentarias. cuando teniendo un mismo numerador, sus denomi
nadores son complementarios; o sea^la suma de los mismos 
es igual al numerador común.

Diremos que dos números combinatorios complementa
rios son iguales, es decir

, m x / m x
m-n J k n '

En efecto, desarrollando cada uno de ellos se tiene: 

_ mi r, , m __ m’ _z m x —— ——————— y f j “ ■■——— “
n ' (m-n)l n! (m-(m-n)] ¡(m-n)¡

_______m!_________
m 1 (m-n) 1

Como los segundos miembros son iguales, lo serán 

los primeros, quedando en consecuencia demostrado nuestro 

teorema.
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lf-0.- PERMUTACIONES CON REPETICION?

Hasta ahora hemos supuesto que todos los m elemen 
tos de nuestro grupo, eran distintos; es decir no habíamos 
considerado el caso de un elemento o varios que se repitie
ran un cierto número de veces. Supongamos tener los sigui
entes m objetos:

*1 ’ a2 aj ’ ’ am

de los cuales a1, a^, • • •, a . , a. , en número de j

son iguales entre si, siendo , s ’ enaj+l
número de m-j , distintos.

Si por un momento consideramos distintos a todos 
los a^ (designando con ai a un elemento genérico de los 

m que forman nuestro grupo) sabemos que el número de per
mutaciones que podemos formar con dichos elementos es igual 
a Pm = m! m

Si en una de estas permutaciones consideramos ahora 
los elementos a^, a2, ... , aj-i> aj ’ y l°fl Pernnrkamos 
en todas las formas posibles sin alterar la colocación de 
los demás elementos, obtendremos j! permutaciones dis
tintas, ya que dos de ellas difieren en el orden de estos 
j elementos.

Si los elementos a , a^, a a , son todos 

iguales, repitiéndose j veces en lugares distintos, las 
j! permutaciones de cada grupo son una misma.

Introduciendo para el número de permutaciones de 
m elementos,.de los cuales j son iguales entre si, la 
simbología P¿ , resulta inmediato
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OBSERVACION: Se demuestra fácilmente que si entre 
los m elementos hay por una parte , j elementos iguales 
entre si, y k elementos iguales entre si, el de
permutaciones distintas que se puede formar con dichos 
elementos estara dado por:

m !pj »k
m j! k!

POTENCIA DE BINOMIOS Y POLINOMIOS

Ul.- PRODUCTOS DE BINOMIOS:

Consideremos el producto de los binomios: 

(a +bx) (a + b2) (a + b3) ... (a+b*)

Si al efectuar el producto sacamos factor común 
las distintas potencias de a , que figuran en cada suma 
parcial, se tendrá:

(a + bx) (a + b2) ... (a -f- bffi) =

am 4- am S^+ am S24-a Sj -4- ... 4" a 4- Sm

en donde: S^, S2, ... , Sffl , suma de los productos mona- 

rios, binarlos, ... 7 m-arios, son respectivamente igua
les a

Sx= bx4-b2-*“... "*“bm

s2=b1 bjj+b-L b3+ ... +b1bm+ b2b3 +0.^ bm
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S3 = t»! t>2 b3 + bl b2 bm-2 bm-l bm

Sm=bl *> ••• b

M-2POTENCIA DE UN BINOMIO:
Si en el desarrollo anterior consideramos b^

b2=b3 = — z= b , se observará que todos los ter- Wl
minos de Sj son iguales a b ; todos los términos de S2 
son iguales a b2 , ... , todos los términos de son 

iguales a b1”-1 , y el único término de Sm es igual a 

bffl .
Bastará contar entonces, el número de términos de 

cada suma de productos monarios, binarios etc, para poder 
escribir la formula que da el desarrollo de la potencia 
de un binomio.

, la primer suma, tiene ( ® ) términos

S2 , la segunda suma tiene ( 5> ) términos

S-. , La k-ésima suma tiene ( ) términos

S , la m-ésima suma tiene ( “ ) términos

Resulta asís



( a+b )n = aB + am-1 ( J ) b + a”"2 ( f ) b2+ ...

... + a2 ( mü2 ) bm-2 4- a ( ^ ) b+( “ ) bm

en donde, como ya es familiar, hemos designado con ( )

al número de combinaciones distintas que se pueden formar 
con m elementos tomados en grupos de k .

Si observamos el termino general del segundo miem
bro:

a®"3 ( ’J ) b3

podremos escribir en formar más condensada a todos los 
términos de dicho segundo miembro. La notación de sumato- 
ria nos provee dicha forma mas condensada. Resulta asi:

m
(a+b)m= YZ. (?> a"*'3 

* J
. j = 0

que se lee: suma de los productos dados por las combina
ciones de m de orden j , por a elevado a la potencia 
m - j por b elevado a la potencia j , j variando de¿ 
de cero hasta m •

La formula anterior recibe el nombre de fórmula de 
Newton para el desarrollo de la potencia de un binomio, y 
eventualmente, binomio de Newton.

En relación al cálculo de los coeficientes combina 
torios de la formula de Newton se observa:

m( ) = m - 1) ... (m - j 4-1)
1 z 2 x ... x J
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El coeficiente combinatorio siguiente, ( j®! ) es:

m x m (m - 1)
J+l J = --------------

1 2
(m - j -f-1) (m - J)

J (J+l)

Una simple inspección permitirá observar que una 
vez calculado uno de los coeficientes, es posible obte
ner el siguiente, multiplicando el anterior por (m-j) 
(que es el exponente de a en el término anterior) y 
dividiéndolo por (que es el exponente de b au
mentado en una unidad.

Otra de las propiedades que facilita el cálculo 
numérico de los coeficientes combinatorios, es la apli
cación del teorema por el que demostrábamos que dos nú
meros combinatorios complementarios (es decir de iguales 
numeradores y de denominadores tales que su suma restitu 
ya el numerador común) son iguales. Resultará como conse 
cuencia de esta propiedad que los coeficientes combinato 
ríos de los términos que equidistan de los extremos del 
desarrollo, son iguales. Gracias a esta simetría será ne 
cesarlo calcular tan solo la mitad de los coeficientes 
combinatorios, ya que en los demás se repetirán los mis
mos valores.

zLos sucesivos términos del desarrollo de la poten 
cía m-ésima de un polinomio,. se obtienen asignando suce
sivamente a j los valores 0,1, , •• , (m-1), m •

Así se tiene paras (a4-b)m = >m ( j ) b^

J=o

j = 0 : (“) am'° b° = 1 . a® . 1 = a®

j = 1 : (®) a®’1 b1 = m . a®"1, b = m a®-1 b

j = 2 : (®) a®’2 b2 = ® (m-1) . a®"2 . b2
2 !
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< _ , : ( m ) aB“3 b3 = m. (m~1) . a"-3, b3
J 3 X!

J =

_ e í m(m-l) (m-2) (m-3 ) (m-1») m-5- / m \ — ——————----------  aJ = 5 s ( 5 ) a b M

j=(m-1):
m .1 Km-1 _ m(m-l) . . . (m-m 2) a ^n-1 

“-1 J a " (m-1)

• wi o m m • xmJ = m : ( £ ) a bm =-^7- b = b

Resultando finalmente:

(a+b)m=am+m a”'1 b + a1-2 b2 + • • •

m (m-m) ... (m-m-1-2) ^m-1 .-4- —---------------------------- a d i d
(m-l)l

EJERCICIO:

Desarrollar la siguiente potencia de binomio 

(x+y)5 = £2L < i ) X5-í yJ 

j = o



Valorizando sucesivamente los distintos términos 
de la sumatoria se tendrá, para:

j = 0 : (£) x5 y° = X5

j = 1 : (5) x5-1 y1 = 5 x^ y

j = 2 : (|) x5"2 y2 = 10 x3 y2

j = 3 « (|) x^"3 y3 =10 x2 y3

j = *»• i (£) x^ y1*' = 5 x y1*

1=5 : (^) x^ y5 = y^

se tentará:

(x+y)5= x5+ 5 x1* y +10 x3 y2+10 x2 y3-|- 5 x y\ y5

^3.- POTENCIA DE UH POLINOMIO;

Aceptaremos sin demostrarla, la validez de la fór
mula de Leibnltz para el desarrollo de la potencia de un 
polinomio. Esta nos dice:
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Mostraremos que lazfórmula de Newton para el desa
rrollo de la potencia m-ésima de un binomio es un caso 
particular de ésta.. En efecto, considerando en la ante
rior tan solo los términos a y b se tendrá:

a

+/3 = m 

°S /^-o

Si en la fórmula anterior, hacemos ^=m - P , (esta susti 
tucion no es arbitraria, ya que esta implícita en la con
dición que soportan (X y y sustituimos en la misma, (X 
por tal valor, se tendrá:

m
(a 4- b)m= )

/3 = 0

que no es otro que el desarrollo dado por la fórmula de 
Newton para la potencia de un binomio, ya que

EJERCITACIONs

Desarrollar la potencia quinta del polinomio 
( a-f-b-f-c ) aplicando la fórmula de Leibnitz.

Se tendrá entonces:

(a + b + c 5\ y/3 z<ra. y • 

o< , 0
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en cada uno de los términos de este desarrollo se obser
va que la suma de los exponentes de x , y , z , es decir 
o< -|- f 4- y es igual al orden de la potencia del polinomio,

es decir 5 • Los distintos valores que habrán de tomar 
los exponentes :o<y3? y al variar desde cero hasta cinco, 

estarán dados según las distintas maneras de descomponer 
el número 5 (orden de la potencia) en tres sumandos (ya 
que se trata de un trinomio). Estas son:

5 4- 0 4 0 =5

4- 1 4-0 “5

3 4-2 -4-0 =5
3 4- 1 4- 1 =5
2 4- 2 4- 1 =5

debiendo permutar en cada una de estas descomposiciones 
el orden de presentación. Es decir, permutando los núme
ros anteriores se tendrán formadas las ternas de valores 
que corresponden a . del desarrollo propuesto. Ob

teniendo finalmente.

(x+yí-z)^ - y5+ +

+ üí 1! 01 (X^y + xl>Z + + ylfz + + zl+y) +

+ JT ¿i (x3y2+ x^z2+ y3x2+ y^z24 z^x2+ z^y2)^. 

+ v f i । (x3y 2 + 2 + 2^x y > +
3 • A • JL • w

+ 2~'~ 2’ 1' (x2y2z + y2z2^ + x2z2y )
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Mi.- ECUACIONES:

Podemos decir que el álgebra resuelve el problema 
de determinar uno o varios números que cumplan condicio
nes, capaces de ser expresadas por medio de igualdades. 
Estas igualdades que satisfacen los números buscados ? se 
denominan ecuaciones, llamándose raiz o solución de las 
mismas al número que cumple la condición de dar igual va
lor numérico a ambos miembros de la igualdad.

De los tres pasos que involucra un problema de e-
cuaciones: planteamiento, cálculo de las raíces o solucio 
nes, e interpretación, trataremos mayormente en estas li
neas el segundo, sin perjuicio de considerar alguna apli
cación a las ciencias estadísticas de donde se enfoque el 
problema completo.

Se dirá que dos ecuaciones son equivalentes cuando
toda solución de una,satisface a la otra. Muy frecuente
mente en la resolución de nuestros problemas de ecuacio
nes habremos de transformar ecuaciones dadas en otras equj 
valentes, más fáciles de resolver, para lo que apelaremos 
a las siguientes propiedades:

I) Si se suma a ambos miembros de una ecuación un 
mismo número, se obtiene una ecuación equivalente.

II) Si se pasan todos los términos de un miembro a
otro con el signo contrario, se obtiene una ecuación equi 
valentes.

III) Si se multiplica ambos miembros de una ecua
ción por un número h, distinto de cero, se obtiene una 
ecuación equivalente.

IV) Si se eleva a una misma potencia ambos em-
bros de una ecuación, se obtiene otra, equivalente de la 
primera.
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h-?. - SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTANEAS.

Cuando las condiciones que deben cumplir ciertos 
números se expresan mediante dos ó más ecuaciones que de
ben ser satisfechas simultáneamente por los mismos, se es. 
tará ante un sistema de ecuaciones. Se pedirá para resol
ver elzsistema, determinar todo aquel conjunto de valores 
simultáneos de varias incógnitas, que satisfagan el siste 
ma. Se dirá así que este conjunto de valores constituye 
una solución del sistema.

Puede ocurrir que un sistema no admita solución, 
en cuyo caso se dirá incompatible; o que admita por el con 
trario infinitas soluciones, en cuyo caso se dirá indeter 
minado.

Propiedades y definiciones.

Si toda solución de un sistema de ecuaciones satis 
face a otra ecuación, se dirá que esta última es conse
cuencia de las primeras.

Si una ecuación es combinación lineal de varias de 
un sistema, o sea,resulta de sumarlas miembro a miembro, 
previamente multiplicados por números cualesquiera, resul 
tara consecuencia de las anteriores.

z Si en un sistema hay una ecuación que es combina
ción lineal de las demas, puede suprimirse sin alterar 
las soluciones del mismo. Se dice que en una ecuación con 
secuencia de un sistema, se ha eliminado una incógnita, ” 
cuando en ella no figura una determinada incógnita de las 
anteriores.

1+6•“ RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.

Consideremos para fijar las ideas.un sistema de dos 
ecuaciones simultaneas con dos incógnitas

(i) a^^ x ■+ bj y = Cj
•

(ii) a2 X 4- b2 y = c2
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en donde aT , , a2 , b2 , c2 , números cuales

quiera, son los parámetros del sistema; y las letras x, 
y, las incógnitas.

Resolver el anterior sistema significa encontrar 
uno o más pares de valores x, y, que satisfagan simul
táneamente las dos ecuaciones del sistema. Para esto pre
sentamos los siguientes métodos:

Eliminación por igualación.

Despejando una cualquiera de las incógnitas, por 
ejemplo la x, de ambas ecuaciones del sistema, se tiene:

c-i - bn y
de (i) : x = ------------------- (iii)

a-.

de (ii)
c2 - b2 y 

x = ------------------
a2

(iv)

igualando ahora los segundos miembros, se tendrá una ecua
ción consecuencia;en donde se ha eliminado la incógnita x.

cx - b± y _ c2 - h2 y 
” r2

que es una ecuación lineal en y, siendo su solución:

y = c2 al " el a2
7 b2 al - bl aa

sustituyendo este valor de y en (iii) o en (iv)^halla
mos el correspodiente valor de x , obteniendo así la so
lución del sistema.
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b2

b¿ &1 ” ^1 a2

En los problemas numéricos convendrá verificar las solu
ciones, sustituyendo los valores encontrados, en las ecua 
ciones del sistema.

Eliminación por sustitución.

Despejando una cualquiera de las incógnitas, la x 
por ejemplo, de una cualquiera de las ecuaciones del sis
tema (1), la (i) por ejemplo, se tiene:

ci - bi y 
X = -------------------------

al

sustituyendo esta expresión de x , en la (ii), se llega 
a una ecuación consecuencia en donde se ha eliminado la 
x . Resolviendo ésta y sustituyendo su valor en la ante
rior, se habrá resuelto el sistema dado.

, Los valores de x,y que se encuentran por sustitu
ción, concuerdan naturalmente con los correspondientes al 
método de igualación.

Método de reducción o eliminación por suma y resta.

Este método es el más rápido y eficiente para resol 
ver un sistema de n ecuaciones lineales con zn incógni 
tas, en el caso de operar con coeficientes numéricos.

z Si, mediante este método,fuéramos a resolver una 
vez mas el sistema anterior, se procedería de la siguien
te manera:

Se multiplica la (i) por a^ , y la (ii) por a^_ 

(coeficientes de x en (i) y (ii) respectivamente) y se 
resta m.a.m. la (i) de la (ii). Se obtiene así una ecua-
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ción consecuencia, en donde se ha eliminado x. Resuelta 
ésta en y, y sustituyendo éste valor en (i) o (ii) se 
llegará al correspondiente valor de x que junto con el 
de la y , constituyen la solución del sistema.

Método gráfico para la solución d? un sistema de.. 
dos ecuaciones con dos incógnitas.

Consideremos el siguiente sistema:

(i)

(ü)

a± x 4- y = ci

a2 x 4- b2 y = c2 

en donde tanto la (i) como la (ii) corresponden a la for
ma implícita de la ecuación de la recta. Encontrar la so
lución del sistemado sea hallar aquel par de valores de x 
e y que satisfagan simultáneamente la (i) y la (ii), 
equivale a hallar las coordenadas del punto de intersec
ción de las dos rectas.

Para representar gráficamente ambas rectas, puede 
résultar conveniente, dada la forma implícita de ambas 
ecuaciones, determinar primeramente los puntos de inter
sección de las mismas con los ejes orientados del sistema 
de referencia.

Así, poniendo en (i) , ecuación de la recta r^ , 
y = 0 , se tendrá : x = 21_ , y luego x = 0 se -tendrá 

al
C1y = ——; que son respectivamente las coordenadas de los 
bl

puntos de intersección de r^ con el eje de las x y de 

las y .

Operando similarmente en la (ii), ecuación de r , 
se tendrá: 2



Con estos puntos podemos representar nuestras dos 
rectas, leyendo sobre el reticulado trazado sobre el sis
tema de referencia, las coordenadas del punto de Íntersec

El método gráfico nos provee de un rápido instru
mento de interpretación de un sistema de ecuaciones linea 
les con dos incógnitas. Inmediatamente se comprende que 
los tres casos que podrían presentarse, a saber: determi
nación, incompatibilidad e indeterminación, responden gec 
métricamente a las siguientes situaciones:

a) Sistema determinado: existe un par de valores 
que es solución del sistema, luego las rectas r, y y_ 
se cortan en un punto. 1 2

b) Sistema incompatible: no existe ningún par de 
valores que satisfaga simultáneamente ambas ecuaciones, es 

cir no hay un punto propio de intersección: luego las - 
rectas y^ y serán paralelas.
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c) Sistema indeterminadono hay uno, 
ma- oíeí ías’dXtas se cortaren puntos, "

ecuaciones son equivalentes.
Condiciones que soportan los coeficientes o paraje

tros del sistema.
En el caso de indeterminación, se tiene:

Existe entonces una proporcionalidad entre los coe, 
ficientes homólogos de las dos ecuaciones. De una se pasa 
a la otra, multiplicando o dividiendo por el factor a • 
Se ve, asi que una es consecuencia de la otra, lo que por 
lo visto anteriormente, no agrega información al problema, 
indeterminado en una ecuación.

En el caso de incompatibilidad entre ambas ecuacio
nes de un sistemarse tienes

Existe entonces una proporcionalidad en cuanto a 
los coeficientes de x e y . Como de ellos depende la 
inclinación de la recta,ztal condición muestra el mencio
nado paralelismo que actúa en estos casos.

A menos que se tenga la seguridad de estarzfrente 
a un sistema determinado, enzla práctica resultara muy 
conveniente observar los parámetros del sistema en lo to
cante a proporcionalidad, antes de ensayar cua'.quier meto 
do de resolución.
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^7*- SISTEMAS DE TRES ECUACIONES LINEALES CON TRES INCOGNI

TAS.-

(1) x f h y + cT

(ii) x —|- b^ y -|- C2 z = d2

(iii)

Resolver el anterior sistema, significa encontrar 
los valores de x , y , z , que satisfagan simultáneamen
te las condiciones impuestas por (i), (ii) y (iii).

Un camino práctico será el de formar con las ecua
ciones de (1), 2 ecuaciones consecuencia, en donde se ha
ya eliminado una de laszincógnitas, resolver este sistema 
por cualquiera de los métodos ya vistos, y sustituir los 
valores asi determinados en cualquiera de las ecuaciones 
de (1). Resolviendo ésta se tendrá finalmente la solución 
del sistema.

El camino propuesto podría materializarse según 
los siguientes pasos:

Combinando (i) y (ii) formo una ecuación consecuen
cia, en donde elimino x •

Combinando ahora (i) y (iii) formo otra ecuación 
consecuencia, en donde también elimino x .

Sean éstas:

(b1 a2 - t>2 ax) y 4- (c^ a2 - c2 a.^ z =

(bl a3 ’ b3 al) y "k(cl a3 " c3 ai> z = dX
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que constituyen un sistema de dos ecuaciones congos in
cógnitas: y, z . Las soluciones del mismo estarán dadas 
por:

y = (dla2 ~ d2al) (cla3~c3aj) ~ (dla3 Sai)(CJ.a2~C2 al} 

(b!a2 ’ b2a? (cia3‘C3ai) ’ (bia3'b3ai)(Cia2-C2 ai}

2a^) ” (b-^a-x — b-^a) (d^a^ d^ a.^)^la2 - b2ai) (dia2“d 
z — -

(bia2 ’ b2ai} (cia3’C3ai) ’ (bia3' b3ai)(Cia2’ c2ai)

Puestos estos resultados en la (i) por ejemplo, se tendrá 
el valor de x , expresado como solución de una ecuación 
de primer grado en una incógnita, que sabemos resolver.

La discusión en cuanto a determinación, incompati
bilidad o indeterminación de un sistema de tres ecuacio
nes con tres incógnitas equivale a considerar tres planos 
en el espacio según presenten o no un punto común. Esto 
exigirla avanzar en nuestros conocimientos de geometría 
analítica, para volver a tropezar ante un escollo semejan 
te cuando tratemos de enfrentar la discusión de un siste
ma de mayor orden.

Para obviar esta sucesión creciente de dificultades 
en la discusión de los sistemas de ecuaciones lineales, 
presentamos el siguiente estudio sobre determinantes, con 
los que se resuelve tanto el problema de la discusión, co 
mo el del cálculo de las soluciones.

DETERMINANTES

U8.- MATRICES CUADRADAS

■ 2Consideremos un grupo de n elementos dispuestos 
en cuadro según n lineas horizontales a las que denomi
naremos filás, y según n lineas verticales a las que de 
nominaremos columnas. Designemos a los elementos de dicho 
cuadro según una misma letra, acompañada de dos subíndices 
el primero indicando el orden de la fila, contando de arri 
ba hacia abajo, y el segundo indicando el orden de la co-



lumna, de izquierda a derecha. Así, con a^2 designaremos
el elemento que se encuentra en la intersección de la 3ra 
fila con la 2da. columna.

De acuerdo a esta denominación los elementos de un 
cuadro de cuatro filas y cuatro columnas, al que designa
mos bajo,el nombre de matriz cuadrada de orden cuatro, se 
dispondrán de la siguiente manera:

ail ai2 ai3 aiif

a21 a22 a23 a21f

a31 a32 a33 a3^

%1 %-2 %+

U9.- DETERMINANTES: DEFINICION.-

Se llama determinante de una matriz al polinomio 
que tiene como términos todos los productos posibles de 
n elementos, tomados de entre los n2 de la matriz, en 
forma tal que en cada producto haya un solo factor de ca
da fila y uno de cada columna, adjudicando a estos térml- 
nos el signo ( 4-) ó ( - ) según que las permutaciones 
de los subíndices correspondientes a las filas sean o no 
de la misma clases que las permutaciones de los subíndi
ces correspondientes a las columnas.

Para decidir sobre si dos permutaciones de un mis
mo conjunto de números, son o no de una misma clase, aten
deremos al número de inversiones que presenta, con respec
to de la sucesión de los números naturales. Este número 
de inversiones que puede ser, en cualquiera de las dos 
permutaciones, tanto par. como impar, determinará según 
sean o no de una misma clase, el signo del término del de 
sarrollo que forman los elementos en cuestión.
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La forma en que notaremos un determinante sera la 
de presentar entre dos lineas verticales la matriz corres 
pondiente al mismo.

El determinante de la matriz cuadrada de orden cua 
tro visto más arriba se escribirá, por tanto:

A =

3- 
3- 

3* 
3-

H
 

cu 
rn

 
3-

cd 
cd 

cd 
cd

m
 

m
 

m
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cu 
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cd 

cd 
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cd

cu 
cu 

cu 
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cu 
en 

3-
cd 

cd 
cd 

cd

H
 

cu 
ín 

3-
cd 

cd 
cd 

cd

Aplicando la definición, formemos un término cual
quiera de su desarrollo, por ejemplo, el

- ai2 a31 %3 a2^

Este presenta un elemento de cada fila y uno de cada co
lumna, luego es efectivamente un término del mismo. Para 
asignarle el signo (+) ó (-) según corresponda, analice
mos las permutaciones de los primeros y de los segundos 
subíndices. Estas son respectivamente

13^2 y 2 1 3 *+

En la primera observamos que el 1 precede a los 
otros tres números, por lo t anto no forma inversión; el 
3,respecto del cuatro,forma sucesión, pero respecto del 2 
origina una inversión; el cuatro forma con el 2 una inver 
sión. Así la permutación de los subíndices correspondien
tes a las filas presenta dos inversiones.
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, Un estudio similar de las inversiones de la permu
tación correspondiente a las columnas nos mostrarla que 
la misma presenta una inversión.

Resulta entonces que ambas permutaciones son de 
distinta clase- una par y la otra impar - por lo que, de 
acuerdo a la definicion,deberemos asignarle a nuestro ter 
mino el signo (-).

Para calcular más rápidamente el signo de un térmi 
no cualquiera del desarrollo de un determinante conviene 
ordenar los elementos que figuran en el mismo en forma - 
que los primeros subíndices figuren en orden creciente, 
dezl a n £esto siempre será posible ya que por definí - 
clon todo termino del desarrollo de un determinante tiene 
un elemento de cada fila y de cada columna), observar la 
paridad de la permutación que así resulte con los segun
dos subíndices y asignar el signo a dicho término según 
esta. Aplicando este camino al ejemplo anterior, se tiene 
al disponer tales elementos según un orden creciente de 
los primeros subíndices, la siguiente disposición:

a a , a a.
12 2b- 31

La permutación de los segundos subíndices: 2^13 presenta 
3 inversiones, correspondiendo, como era de esperar, el 
signo (-) al término en cuestión.

50.- DESARROLLO DE UN DETERMINANTE DE ORDEN 2 Y 3.

En general un determinante de orden 2 se escribirá:

Aplicando la definición, los dos únicos términos 
de su desarrollo serán:
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ai2 a21

Se ve que el desarrollo de este determinante esta dado 
ñor el producto de los elementos que están sobre la dia
gonal principal, menos el producto de aquellos que esuan 
sobre la diagonal secundaria.

Un determinante de orden 3 puede escribirse en ge-
neral;

a12 a13

a22 "23

a32 a33

Aplicando la definición se tiene su desarrollo da
do por:

A =. a a a 4- a a a -4- a a a -a 11 22 33 12 23 31 21 32 13

■ a31 a22 h3 “ a21 ai2 a33 ~ a32 a23 ail

Para obtener rápidamente los términos del desarro
llo de un determinante de tercer orden se aplica la siguien 
te regla práctica debida a SARRUS. El desarrollo de un de
terminante de tercer orden consta de seis términos, tres 
positivos y tres negativos. Los tres términos positivos re 
sultán de formar el producto de los elementos de la diago
nal principal y de cada paralela a ella multiplicada por 
el elemento del vértice opuesto; mientras que los términos 
negativos resultan de formar el producto de los elementos 
de la diagonal secundaria y de cada paralela a la misma 
multiplicada por el elemento del vértice opuesto.
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51 .- PROPIEDADES DE UN DETERMINANTE DE ORDEN N

Como el desarrollo de un determinante de orden n 
tiene n ! términos, de los cuales la mitad presenta el 
signo positivo y la mitad el signo negativo, se compren
derá que el camino propuesto por la definición no resul
ta muy conveniente para obtener el desarrollo de un de
terminante de orden elevado. Por eso pasamos a estudiar 
las propiedades de los mismos para poder desarrollar un 
determinante mediante pasos algebraicos más simples . que 
los provistos por la definición.

Para enumerar las propiedades de un determinante 
adoptaremos a más de la nomemolatura expuesta al princi
pio* de estas lineas, y para designar a dos elementos 
a. . ; a.. , simétricos respecto de la diagonal principal X J JX 
el nombre de conjugados. Así se dirá en un determinante 
que el elemento a^2 es conjugado del a21+ .

i) Si se sustituye cada elemento dé un determinan
te por su conjugado, el valor del mismo no varía. En efec 
to, ésto equivale a permutar las filas y las columnas 
sin alterar el orden de los elementos dentro de cada una 
de éstas. Cada término del determinante está formado por 
n elementos, uno de cada fila y uno de cada columna, 

luego pertenece Igualmente al segundo; además las permuta 
ciones de los subíndices indicaran ahora columna, lo que 
fueran filas y reciprocamente. Por tanto el signo de cada 
término, que depende de la igualdad o diferencia de clase 
entre estas dos permutaciones, permanecerá invariante.

ii) Si se permutan entre si dos lineas paralelas 
(filas o columnas), sin alterar el orden de los elementos 
de cada una, el determinante conserva su valor absoluto, 
pero cambia de.signo. En efecto: un término cualquiera 
del primer determinante, por tener un elemento de cada fi 
la y de cada columna, figurará también en el segundo. Pa
ra determinar el signo que le corresponde en el segundo 
efectuamos el siguiente razonamiento.

De los elemento de un dado término del desarrollo, 
ordenados según el subíndice que permanece, se observa: 
a) si los dos elementos que se permutan con consecutivos, 
y los subíndices correspondientes estaban en sucesión, 
formarán una inversión, cambiando por lo tanto el signo
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,Q fárminn* b^ si los dos elementos que se permutan

l lo Uto .1
signo de cada termino.

iii) Si un determinante tiene dos lineas paralelas 
iguales es nulo. En efecto al permutar las dos lineas iluales’se tendrá, por la propiedad anterior, que el nue- 

^afoT’niinantp de igual valor absoluto que el anterior, 
presenta elsigAo cambiado. Como los elementos permutados 
son de igual valor, ambos determinantes deberaji te^er^ 
igual valor numérico, o sea deberá ser. ¿1 
de resulta: =• 0 c.q.d.

iv) Si en un determinante se multiplican todos los 
elementos de una línea por unznúmero A , el determinante 
queda multiplicado por este numero.

En efecto, como en cada término del desarrollo del 
determinante figura un elemento de la línea e*,cuestión, 

figurará como factor común de todos los términos del 

desarrollo, lo que equivale a multiplicar por A el valor 
del determinante.

v) Un determinante es nulo si los elementos de las 
líneas paralelas son proporcionales entre si. En efecto: 
sacando fuera el factor de proporcionalidad, resultara un 
determinante con dos líneas paralelas iguales, que es nu
lo por lo expuesto en la iii.

52 .- DESARROLLO DE UN DETERMINANTE DE ORDEN N

i) Si en una matriz de orden n se suprime la fila 
g y la columna h , se tiene una de orden n-1 cuyo deter 
minante se llamará menor complementario del elemento a^ , 
designándolo según •

En la matriz:
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all a12 a13 ailf

a21 a22 a23 a2lí

a31 a32 a33 a3^

\1 \2 %3 V

el menor complementario del elemento a^ sera

ai4

a
2h

ii) Si en el desarrollo de un determinante de or
den n sacamos el elemento ao. , factor común de todos

los términos en que figura, aparecerá multiplicado por un 
polinomio quezllamaremos adjunto del elemento aJK y de
signamos según

Determinación del valor del adjunto:

a) Si suponemos que el elemento a^K ocupa la posi 

clon a^ en la matriz de orden n , los términos del de. 

sarrollo del determinante en que el mismo figure, serán 
de la forma



en donde ±2= i3 / ... / ±n = 2,n , que se lee ±2 dis

tinto de i,, distinto de in ’ei
varían de 3 de 2 a n ; y en donde y designa el 
número de Inversiones en cada permutación 1, ? 3-,*“

1 . Como v resulta igualmente el número de inversio

nes la permutación i2 > Í3» ••• » ’ y los (n-1^ term-

nos de
( - 1 ) a2i . •<• a^

2 3 3 n

son los del desarrollo de un determinante, menor comple
mentario de a^, se tiene que el adjunto del elemento 

a coincide en valor y signo con su menor complementa

rio.
b) Consideremos ahora para el elemento genérico 

una posición cualquiera: * Para hallar el valor del

adjunto de este elemento nos referiremos al caso anteri
or. Podemos llevar a^h ? a la primera fila permutando 

la fila g con las (g-1) anteriores: y además lo lleva
remos a la primera columna permutando la columna li con 
las (h - 1) anteriores. Estas (g - 1) 4- ( H -1) • g 4 H 
- 2 permutaciones necesarias para llevar el elemento 

ao. a la posición del a, dan lugar a igual numero de 

cambios de signo, de donde, por lo visto^para el caso an 
terior, el adjunto del elemento aSK sera igual al corres, 

pondiente menor complementario tomado con igual o distin
to signo según que g b sea respectivamente par o im
par.

iii) Las propiedades que se acaban de enunciar per 
miten expresar el valor de un determinante de orden n co
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mo suma de n determinantes de orden n-1

El valor de un determinante es igual a la suma de 
los elementos de una linea multiplicados por sus corres
pondientes adjuntos.

Así se tiene al desarrollar por los elementos de 
la fila: i :

= a±1 A±1 -b a±2 A12 4- ... -V atn Ain

1-4-1 i-¥ 2
^i2L^ai2 °< 12

ain in

regla que se simplifica,ya que los sucesivos factores 
(-l)i+ presentan alternadamente el signo (4-) ó ( - ).

Ejemplo:
Consideremos el problema de desarrollar el siguien 

te determinante por los elementos de la tercera columna

2 1/3 2 -1

. - 1 3 2 1
“17 0 3

i 2 5-1

Se tiene:
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A ~2 *13 r 2 *23 * “33 * ’ \3

siendo los respectivos menores complementarios

- (-74-2-4-9/2) - (7/2 - 6-4-3)=-!

1/3 -1
7 3 = (ih— 2 4-i) - (-7/24-1/34 12)

2 1 =11/3

1/3
3 1 = (6424-1/6)-(-3/6 -1/34-4) =5

2 1

OBSERVACION: Omitimos el cálculo de ya que

en el desarrollo propuesto aparece multiplicado por cero).

El valor de ¿k será entonces:

A = 2 (-1) -2 ( il ) - 5 (5) 

=-2 - “ . 25 - - 12i 
3 3
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53.- PROPIEDADES DE UN DETERMINANTE RELATIVAS A Sü DESA

RROLLO POR ELEMENTOS DE UNA LINEA:

i) La suma de los elementos de una linea^multipli
cados por los correspondientes adjuntos de una paralela^ 
es igual a cero.

En efecto: esto equivale a desarrollar un determi
nante que tiene dos lineas paralelas iguales, que?por pro 
piedades anteriores,es cero.

ii) Si en un determinante de orden n los elemen
tos de una línea son polimonios de m términos, el deter 
minante puede descomponerse en suma de m determinantes 
de orden n , que presentan como elementos de dicha línea 
cada término del correspondiente polinomio.

Consideremos el siguiente determinante:

( Xj+yy+Zj.) (*2 + y2 + (xn+ yn+ zn)

a21 a22 • • a2n
A -

a31 a32 • • a3n

anl an2 • • ann

al desarrollarlo por elementos de la primera fila se tendrá

A = (x1 + yT + zx) Ai:l+ (x2+ y2+ zg) A^l . . +(^yn+zn> Ain

A =X1 At1+ x2 A124 . . . + xn Aln +
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+ yl A11 4 7 2 ^2 4 4 yn Aln4

4 Z1 A114 z2 ^24 * * * 4 Zn 

como cada una de estas lineas nos da el desarrollo de un 
determinante por los elementos de la primera fila, siendo 
éstos cada uno de los correspondientes términos del poli
nomio original, se tiene demostrada la propiedad anterior.

iii) Un determinante no varía si se suma a los ele 
mentos de una linea los correspondientes elementos de una 
paralela multiplicados por una constante.

En efecto, aplicando la propiedad anterior, este 
determinante podrá descomponerse en suma de dos determi
nantes del mismo orden, uno de los cuales es el determi
nante original, siendo el otro igual a cero, por tener 
dos lineas paralelas proporcionales.

Esta propiedad resulta muy útil para facilitar el 
desarrollo de un determinante por elementos de una linea, 
ya que permite, mediante convenientes combinaciones linea 
les, hacer cero varios elementos de una misma línea, evi
tando por tanto la necesidad de calcular los correspon
dientes adjuntos.

Ejemplo:

Consideremos el siguiente determinante.

2 5 2 3

-1 3 k ’2

5 15 2

5 10 5

al que transformaremos para desarrollarlo por los elemen
tos de la tercer columna. Si a la tercera columna sumamos
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la primera multiplicada por (-1) se tendrá:

2 5 (2-2) 3 2 5 0 3
- 1 3 (U+l) -2 -1 3 5 • -2

5 1 (5-5) 2 5 1 0 2

5 1 (0-5) 5 3 1 -5 5

al que volvemos a modificar sumando a los elementos de la 
segunda fila, los correspondientes de la cuarta, así se 
tiene:

2 5 0 3 2 5 0 3

(-1+3) (34-D (5—5) (-245) 2 0 3

5 1 0 2 5 1 0 2

3 1 -5 5 3 1 -5 5

al que volvemos a modificar sumando a los elementos de la
segunda fila 
tiene:

, los correspondientes de la cuarta; así se

2 5 0 3 2 5 0 3

k = (-1+3) (3+D (5-5) (-2+5) 2 0 3

5 1 0 2 5 1 0 2

3 1 -5 5 3 1 -5 5

el que desarrollado por elementos de la tercera fila,re
sulta:

& = -5 = -5 <-D3 <X3U

118
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2 5

2 4

5 1

• (16+64-75 -60-20-6) - 55

De esta forma se ha reducido el cálculo del determinante 
de orden cuatro al cálculo de un solo determinante de or
den tres,

A veces, el pretender hacer cero a todos menos uno, 
de los elementos de una linea, puede ocasionar más trabajo 
que el ahorro producido al disminuir el número de determi
nantes a valorizar, en tales casos una justa apreciación de 
cidirá el camino a seguir para llegar a un cómodo término 
medio.

iiii) Si en un determinante 
es suma de paralelas multiplicadas

el valor del mismo será cero.

se tiene una linea que 
Por 7^ > A2 » etc-»

En efecto, por la propiedad ii, este determinante 
puede descomponerse en suma de varios, cada uno de los cu& 
les es nulo por tener dos lineas paralelas proporcionales.

5+- APLICACION DE LA TEORIA PE LOS DETERMINANTES A LA RE

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

i) Regla de Cramer:

Un sistema de, nz ecuaciones lineales con n incóg
nitas tiene solución única cuando el determinante de la 
matriz de los coeficientes es distinto de cero. El valor 
de cada incógnita se obtiene dividiendo por el determinan 
te del sistema, cada uno de los determinantes formados al 
sustituir por los términos independientes, la columna en 
donde figuran los coeficientes de dicha inco'gnita.

Consideremos el sistema general de n ecuaciones 
con n incógnitas, cada una de las cuales figura lineal



103

mente.

Si se multiplica la primera ecuación por . A^ ; la 2da. 

por A^ , etc., la n-ésima por A^, al sumar m.a.m. 

las anteriores se tendrá: 

( a1]L a21 i ••• + a^ Anl)x^(a12A11+a22A2lK., +

+ an2 Anl ) *2 + ••• aln All+a2n ^1+ ••• + am Anl )xn~

- kT A1;1+ kT A21+ ... + kn

En ésta, el primer paréntesis nos da el desarrollo de 
un determinante de orden n, que no es sino el determinante 
de la matriz de los coeficientes del sistema, determinante 
que llamaremos A . Los demás paréntesis del primer miembro 
son todos cero por propiedad de determinantes. El segundo
miembro nos da el desarrollo de un determinante por los ele 
mentos de la primera columna, en donde los mismos, que para 
A eran los coeficientes de x ,son ahora los términos inde 

pendientes del sistema. 1 Denotando este último según
A se tiene: 
Ü1
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\ “12" * ’ aln 

k2 a22" • ' a2n 

kn an2‘ ’ ann

all a12’ * • aln 

a21 a22’ ' - a2n 

anl an2” " ’ ann

estando las demás variables resueltas en forma semejante.

ii) Discusión del sistema.

a) Si el determinante del sistema es igual a cero, 
y alguno de los determinantes /\ resulta distinto de ce

ro, aparecerá la ecuación imposible.

Ai

oue nos muestra que el sistema dado es incompatible.

b) si además de ser cero el 
tema resultan cero cada uno de los

sistema serázindeterminado, ya que 
de la ecuación:

determinante del sis- 
determinantes A , el 

i
nada puede inferirse
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c) El tercer caso, de determinación, corresponderá 
al caso en que tanto el determinante del sistema como los 
particulares de cada incógnita son distintos de cero.

ETffMENTOS DE TRIGONOMETRIA

55 .- CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA.

Consideremos una circunferencia de radio unitario 
con centro en el origen de coordenadas, a la que designa
remos con el nombre de circunferencia trigonométrica. La 
ecuación en esta curva, o sea la restricción que soportan 
las coordenadas de los puntos del plano que están sobre 
la misma,se obtiene fácilmente partiendo de la definición 
de la circunferencia como "lugar geométrico de los puntos 
del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro." 
Ubicando el centro en el origen de coordenadas se observa 
rá,para un punto cualquiera P(x,y) sobre la cirnunferen- 
cla, la siguiente relación

— 2 — 2 . —
x----- OP = OQ +• PQ

la que en términos de las coor 
denadas de los puntos O,P,Q, 
resulta:

2 2 2r =s zx + y , y en especial para la circunferencia 
trigonométrica de radio unitario

2x2 4- y1
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56 .- ARCOS Y ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA.

Si partiendo de la intersección de la circunferen
cia centrada,con el sentido positivo del eje de las x , 
designado con M en la figura anterior, nos desplazamos 
sobre la circunferencia, observamos que podemos hacer 
to en dos sentidos opuestos,a los que asignaremos las de
nominaciones de positivo o negativo según coincidan o no 
con el sentido contrahorario de giro. Asi, si desde el 
punto M nos remontamos por la circunferencia hasta en
contrar el punto P, habremos descripto,siguiendo el sen
tido positivo, el arco MP. Se observara que a todo arco 
que se considere sobre la circunferencia trigonométrica 
corresponde un ángulo central. En este caso, al arco MP 
corresponde el ángulo central MOP. Llamaremos amplitud 
de un arco de circunferencia a la medida que se obtiene 
considerando como unidad la 360 parte de la circunferencia 
completa, empleando como unidades auxiliares el minuto y 
el segundo sexagesimales.

Llamaremos amplitud de un ángulo a la medida que,se 
obtiene considerando como unidad el grado sexagesimal o 
90a parte de un ángulo recto, empleando como unidades 
auxiliares el minuto y el segundo sexagesimales.

Como se ve, y en virtud de la correspondencia exis
tente entre arcos de circunferencia y ángulos centrales, 
designaremos a ambos elementos correspodientes según una 
misma amplitud que expresaremos en grados, minutos y según 
dos sexagesimales.

57 .- RECTIFICACION DE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA.

A los fines de fijar la medida de un arco,zse puede 
igualmente considerar la longitud del mismo en términos 
de la unidad de medida de segmentos de recta, longitud que 
esta dada por la siguiente expresión:

1 -¿-ir- r-e
360°
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en donde Á designa la longitud buscada; 77* es la cono

cida constante, relación entre la circunferencia y su di a 
metro; r es el radio de la circunferencia en cuestión;

y 0 la medida sexagesimal del arco, expresada en gra

dos y fracción decimal.

La fórmula anterior permite conocer la longitud
del desarrollo de un arco de circunferencia en función 
del radio de la misma y de la amplitud del arco. Explicl 
tando en la misma @ , se tendrá la amplitud de un arco

de circunferencia en función del radio de la misma y de 
la longitud del arco. Así se tiene:

0 _ /.36O°

2 . 7X. r

58 .- MEDIDA EN RADIANES DE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA.

Si al medir la longitud del arco rectificado se 
toma como unidad el radio de la circunferencia, la medida 
de un arco podrá expresarse a través de la relación: 

que recibe el nombre de medida en radianes o medida circji 
lar del arco y en donde X. indica la longitud del arco

rectificado y r el radio de la circunferencia.

En virtud de las expresiones anteriores, la medida
en radianes de un cierto arco, en función de la amplitud 
del mismo estará dada por la siguiente
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r • 360 360

de donde resulta que la medida en radianes de un arco es 
una invariante del arco,que no depende del radio de la 
circunferencia que se considere. Comparando esta última 
expresión con la que nos da la longitud del desarrollo de 
un arco en función de la amplitud, se verá que ambas medí, 
das coinciden cuando se consideran arcos sobre una circun 
ferencia de radio unitario (circunferencia trigonométri
ca).

De la fórmula anterior se tiene que la amplitud de 
un arco en función de su medida en radianes está dada por:

. A 360
’ 2 77

Estas fórmulas permiten el pasaje de medidas de un 
sistema a otro, siendo los valores más notables los del 
siguiente cuadros

Amplitud 
del arco

Medida en 
radianes.

0 grado 
2957

57 ioooo

90 grado
180 "
270 "
360 ”

0
1

tí/2

1/2-rr
2 . rr

59 .- PASAJE DE UN SISTEMA A OTRO. Si para una medida en 
radianes queremos obtener la correspondiente medida sexage 
simal, las fórmulas anteriores nos proporcionarán un resul 
tado expresado en grados y fracciones decimales de grado. 
Para expresar estas fracciones de grado en adecuadas unida 
des auxiliares como son el minuto y el segundo sexagesimal 
se procederá de acuerdo al siguiente ejemplo.
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Sea la medida en radianes de un arco 0.782. La co
rrespondiente medida sexagesimal será:

n 0.782 - 360° ..
v-------------z:--------" M+.8052

2 77 en grados y frac

ción decimal. Los 8052 diezmilésimos de grado tienen su 
equivalente en minutos y segundos según el siguiente es
quema :

10000 = 8052
60 x de donde 60 • 8052

10000 = W.312x

expresa en minutos y fracción decimal el anterior valor. 
Los 312 milésimos de minuto de arco se convertirán en se
gundos según el siguiente esquema:

”9P-° ■ = siendo x — ■ ' -312 = 18.72
60 1000

resultado este último que queda expresado en segundos de 
arco y centésimas de segundo. De esta forma se obtiene la 
correspondencia.

A -0.782 ----------í’- M+° U8' 18" 72/100

Si se hubiera de resolver el problema inverso, es 
decir expresar en radianes una cantidad dada en grados mi 
ñutos y segundos, se podrá optar por uno de los dos cami
nos siguientes: a) expresar los minutos y segundos en 
cuestión,como fracciones decimales de grado y emplear en
tonces nuestra conocida fórmula o, b) expresar el total 
de grados minutos y segundos en segundos de arco y resol
ver la siguiente expresión:

360 • 60 . 60 en donde & esta expresado
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en segundo de arco.

60 .- RELACIONES ENTRE LOS PUNTOS EXTREMOS DE DISTINTOS

Los puntos A y M. ex 
tremos del arco AM ,que 
corresponde al ángulo 
central © , sustentan

tanto al AM como a cual 
quier otro arco que difie 
ra de éste en uno o mas’ 
giros completos de circuí 
ferencia. Asi, conslde-’

rando un origen común A, el punto M corresponde tanto al

arco AM de medida 0 como a cualquier otro arco que te
niendo los mismos extremos, difiera del AM en un número 
entero de giros, y cuya medida será • en donde A
es un entero (positivo, negativo o nulo).

ASSftg q.U9. fllílegea lgQ°.
. Si a un arco AM que corresponde a un ángulo cen

tral 9 le agregamos o sustraemos una semicircunferencia obtei 
dremos un arco ÍM* que corresponde a un ángulo central

^+■180, (ó ó? - 180) y cuyo extremo M’ es el punto 
diametralmente opuesto a M. Así, los arcos con ignal ori- 
gen. A, pero que difieren en 180° tendrán sus extremos, 
simétricos respecto al centro de la circunferencia trigo
nométrica.
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Esto permite establecer entre las coordenadas de los ex
tremos M y M1 , que denotamos- según (x, y) y (x1 y’), 
las siguientes relaciones

x = -x’ ; y = -y» .-

Arcos simétricos é contrarios.

Consideremos el arco AM que corresponde a un án
gulo central 9 . Si la trayectoria del punto móvil que 
se desplaza sobre la circunferencia, generando un arco, 
hiera correspondido al sencido negativo de giro, se ten
dría correspondiendo a un ángulo central de amplitud - 6, 

un arco cuyo extremo M1 resulta simétrico al respec
to al sentido positivo del eje de las x . Los dos ángulos 
centrales de amplitud 6 y - 9 , respectivamente corres

pondientes a los arcos AM y AM:, se dirán simétricos o 
contrarios; y las relaciones entre las coordenadas de los 
puntos extremos de los arcos, M y M1 que denotaremos 
respectivamente según (x,y) y (x’,y’), serán
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y = - y'

Arcos suplementarios.

Dos arcos 
los centrales 8 y 
mentarlos, ya que

AM y £5* a los que corresponden ángu- 
180 -0 respectivamente, se dirán suple 
su suma es igual a 180° •

Fácilmente se observa que los extremos de los ar
cos, M y M» , son simétricos respecto al eje de las y, 
por lo que valdrá para arcos suplementarios la siguiente 
relación entre las coordenadas de sus puntos extremos:

x = - x' ; y = y’

Arcos complementarios.-
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Dos arcos AM y AM’ a los que respectivamente corres
ponden arcos centrales de medida 6 y 90°-9se dicen com

plementarios cuando su suma es 90° • Fácilmente se ve que

por ser AM y AM complementarios, será AH ~ M’B > por lo 
que M y M' resultan simétriccfs respecto de la bisec
triz del primer y tercer cuadrante.

Consideremos los triángulos ONM y OM’N’, deter
minados respectivamente por el origen, el extremo de un 
arco, y su proyección sobre el eje de las x . Estos son 
rectángulos en N y N’ respectivamente, siendo además 
semejantes. Por propiedad de triángulos semejantes

0N = N’M’ NM ON1
OM OM' y OM OM' 

de las que respectivamente resultan:

61 .- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Definiremos en la circunferencia trigonométrica, 
como funciones de los arcos,a las siguientes relaciones:
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x y
sec 9 _ 1 cosec © — 1

x y

Estas funciones trigonométricas,llamadas también 
funciones circulares, expresan en la^Qircunferencia trigo 
nométrica relaciones entre un arco ÁN? y las coordenadas 
de su extremo (x,y). Observando los segundos miembros de
las anteriores , resultan las siguientes relaciohes

tag 6 — . sen © • cotg e _ cos e
eos ©

/ sen 9

sec & — . 1
eos © 5 sen 0

Consideradas las funciones trigonométricas respec
to de los elementos del triángulo rectángulo ONM, con 
vértices en 0, origen de la circunferencia trigonométri 
ca, M, extremo del arco Ím; y N, proyección de M so
bre el eje de las x ; definen para el ángulo £ , que 
corresponde al arco ÍR , las siguientes relaciones.
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sen 0 =
1

- NM
0M — cateto opuesto 

hipotenusa

eos ©=-*- 0N cateto adyacente
1 0M hipotenusa

tag 9= y NM cateto opuesto
X 0N cateto adyacente

II

M
 X 0N cateto adyacente

cot| NM cateto opuesto

sec e-2_ 0M hipotenusav — —
X 0N cateto adyacente

cosec6= -— 
y ’ — ■

QM
MN

—■ ■■■■ hipotenusa
cateto opuesto

que relacionan,en un triángulo rectángulo, la medida de un 
ángulo con dos de los lados.

62 .- ESTUDIO DEL SENO DE UN ANGULO (sen 0 ).

En la circunferencia trigonométrica el seno del ar 
co AM está representado en valor y signo por la medida 
del segmento MN, perpendicular al eje de las x , bajada 
desde M hasta encontrar dicho eje. Como la medida de MN 
varia al variar G > observando los valores de éste se 
tendrá una idea de los valores de la función sen & .
Para & = z0, la medida de MN es cero. A medida que G 
crece, y ésto en el primer cuadrante, la medida de MN 
crece, por lo que el seno de 0 será una función creciente 
para valores de G entre cero y 90° ; argumento este úl- 
mo para el cual alcanza su mayor valor: 1.- Al crecer en 
el segundo cuadrante, sen & decrece desde el valor 1 
hasta el valor cero, que alcanza a los 180° . En el terce: 
cuadrante, con 6 creciendo desde 180° a 270° sen Gs

o» 
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decrece desde O hasta alcanzar el valor -1 para 270°. 
Finalmente en el cuarto cuadrante la función sen 6 cre
ce con el argumento, alcanzando el valor cero para 360°.

Si representamos en dos ejes coordenados estas va
riaciones de la función sen 0 se tendrá la siguiente gra 
fica de la función seno; o sinusoide, la que es una cur 
va ilimitada en ambos sentidos,comprendida dentro de los 
valores 1, -1. y que toma los mismos valores en períodos 
de 2 1Y . }

Como una consecuencia de las relaciones entre las 
coordenadas de los puntos extremos de arcos simétricos, 
que difieren en 180®, suplementarios y complementarios se 
tiene:

sen (- e) = - sen e

sen (180+6 ) = - sen 9

sen (180-9) = sen e
sen (90- 6 ) = eos 9

63 .- ESTUDIO DEL COSENO DE UN ANGULO (eos 6 ).

En la circunferencia trigonométrica el coseno de 



un arco AM , al que corresponde un ángulo central G 
está representado en valor y signo por la medida

de CU, segmento que tiene por extremos el origen y la pro 
yeccion de M sobre el e j e de las x.

Se observa que al variar el arco, varía la medida 
de ON. Un estudio de los valores que toma dicho segmen
to nos dara una visión sobre las variaciones de la funciór 
cos 6 •

En el primer cuadrante, al crecer 9 desde 0 
TÍ/2 , ON decrece desde un valor unitario hasta alcan

zar el valor cero.

En el segundo cuadrante al crecer 6 desde 17/2 a 
7/ , ON decrece desde O hasta -1, valor que alcanza 

cuando el ángulo se hace igual a . En el tercer cua

drante, cuando 6 crece desde TT hasta ^.77', ON crece 

desde el valor -1 hasta 0.

Y finalmente en el cuarto cuadrante, crece desde 
cero hasta 1.

La observación de estas variaciones de la función 
coseno de 6 permite reconocer que la misma es una función 
continua de Q , que está comprendida entre los valores e¿ 
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iremos 1 y -1 , y que se repite en períodos de 2 IT .

La representación gráfica de los valores de la fun 
ción coseno 0 nos lleva a la siguiente curva que se co
noce bajo el nombre de cosinusoide.

Como una consecuencia de las relaciones entre las 
coordenadas de los puntos extremos de arcos simétricos, 
que difieren en 180° , suplementarios y complementarios 
se tiene:

eos ( - 0 ) — eos ®

eos (180 4- 6 ) = - eos 6

eos (180 - 6 ) = - eos ©

eos (90 - 0 ) = sen ©

6h-.- ESTUDIO DE LA TANGENTE DE UN ANGULO (tag 0 1.

En la circunferencia trigonométrica la tangente de 
un arco central 6 , está representada para valores de 0 
comprendidos entre O y ^/2 ? Por Ia medida del segmento



PA que tiene por extremos el origen de los arcos y la in 
terseccion con una paralela al eje de las y que pasa 
por A,con la prolongación del radio OM. Esto se demues
tra fácilmente partiendo de la definición de tangente.

En la figura anterior tag# =. . Observemos los 
ON

triángulos OMN y OPA ambos rectángulos por construcción 
y con ángulo agudo 9 común. Por propiedad de triángulos se 
me jantes resulta en ellos;

MN _ PA
ON " OA

Como el primer miembro interpreta la relación tag 9

, lo hará el segundo. Además observamos que OA = 1, 

por ser radio de la circunferencia trigonométrica; de don 
de resulte:

tag 9 = PA

Observamos que al variar el arco, varía la medida 
de PA, por lo que el valor de la tangente varía, creciendo 
en el primer cuadrante al crecer el arco. Analizando para

los restantes cuadrantes las relaciones sen...^.. «. tag O y 
eos 9

teniendo en cuenta las relaciones existentes entre las 
coordenadas de los extremos de arcos simétricos, que difie 
ren en 180° y suplementarios
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tag (- 0 ) = - tag 9

tg (180 + 9 ) = tag 9

tag (180- 6 ) = - tag 9

tag (90 - 9 ) = cotg©

se podrá representar cualitativamente la siguiente gráfica 
de la tangente o tangentoide.

65.- VALORES PARTICULARES DE LA FUNCION sen 6 .

1.- Cálculo del seno de M50.-
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presada en la circunferencia 
to NM , se tendrá aplicando

Consideremos el ONM, rectán
gulo zen N , que tiene am
bos ángulos agudos de h-50. 
En virtud de la propiedad 
”a ángulos iguales se opo
nen lados iguales” se tie
ne: ON — NM • Como la medi. 
dida del seno de 0 está ex 
trigonométrica por el segmen 
el teorema de Pitágoras:

_2 _J
MN +■ ON

_2 
= OM , de la que resulta por lo vis

to anteriormente:

_2 _2
2 NM = OM

por consiguiente

NM

Reemplazando el valor de NM , por sen h-50, como se supuso, 
se tendrá finalmente:

sen U5°

ii) Cálculo del seno de 60° 
a

Consideremos el OCB, - 
rectángulo en C en el 
que: OB = 1 por ser 
radio de la circunferen 
cia trigonométrica; OC 
- i por proporcional! 

dad entre ángulos y la
dos opuestos de un trian 
guio.
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En él: sen 60° =• BC . Aplicando al OCB la re
lación pitagórica resulta:

— 2 2BC + (i/ = 1

o 
bc = 1 - 1A = 3A

sen 60° =
2

66.- TABLAS DE LOS VALORES NATURALES DE LAS. FUNCION^. TRI

GONOMETRICAS y -

Las relaciones vistas para el seno, coseno y tan
gente de ángulos simétricos, que difieren en 180°, v su
plementarios, junto a las que verifican la cotangente, se 
cante y cosecante, permiten conocer el valor de una de é¿ 
tas funciones para un argumento 0 cualquiera, si se cono
ce el correspondiente valor para un argumento que per
tenezca al primer cuádrate. En virtud de estas propieda
des resulta necesario conocer tan solo los valores de di
chas funciones en el primer cuadrante.

Las tablas matemáticas que empleamos cuentan con 
una tafela de valores__naturales, de las funciones trigonoz
métricas (tabla VI; págs. 100). En estas lineas explicare
mos escuetamente su uso. En cada página aparecen tabulados 
los correspondientes valores de las funciones seno, cose
no, tangente, cotangente, secante y cosecante; en ese orden 
y conforme a los encabezamientos de las respectivas colum
nas. El argumento de la tabla, es decir la medida del án
gulo, aparece para valores zde 0o a W5 , en la parte su 
perior izquierda de cada página, estando los valores en 
minutos, de 0’ a 601 dispuestos a la Izquierda de arr¿ 
ba abajo. Para valores de ángulos mayores de 45° y hasta 
89° se han aprovechado^ fin de reducir el tamaño de la 
tabla,las propiedades de las funciones trigonométricas de 
ángulos complementarios ; seno 3 » eos (90° - 0 ); eos G 

= sen (90° - & ) ; tag0 = cotg (90° - O ) ; cotg &
= tag (90° - G ); sec 6> w cosec (90° - 6 ); cosec O 
= sec (90° - O ) ; leyéndose el argumento en grados en 
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la parte inferior derecha de cada página, estando los va
lores en minutos de 0! a 60’ dispuestos a la derecha, 
de abajo hacia arriba, y los encabezamientos de las colum 
ñas al pié de cada una de ellas, indicando la co-función 
de la que figura en la parte superior. Así, si en la par
te superior de una columna figura SENO, en la parte infe
rior se leerá COSENO,,indicando así que una determinada 
cantidad de dicha columna indica el valor del seno de un 
ángulo que se lee en grados en la parte superior izquier
da déla tabla, y en minutos a la izquierda; indicando asi
mismo el coseno de un ángulo que se lee en grados en la 
parte inferior derecha de la tabla y en minutos a la dere 
cha.

Los valores en grados que aparecen respectivamente 
en la parte superior derecha e inferior Izquierda de la 
tabla,si bien son útiles ya que evitan una reducción al 
primer cuadrante, deben emplearse con cuidado, recordando 
en cada caso el signo de las correspondientes funciones 
para dichos argumentos.

«QSEg ,W.fiQNOMETRJgA£ DEJffi

MISMO ANGULO.

Entre los valores de las distintas funciones trigo 
nométricas de un mismo ángulo,existen relaciones que per
miten conocer el valor de todas cuando se conoce una de 
ellas.-

Consideremos una vez más, para determinar estas re
laciónesela circunferencia trigonométrica:

0
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Dado un arco AN al que corresponde un ángulo cen 
tral 0 bajando desde M , extremo del arco, una perpen 
dicular al eje de las x , queda formado el triangulo rec 
tángulo ONM que tiene por catetos, sen© , eos© y por 
hipotenusa la unidad. Aplicando en el el teorema de Pita- 
goras^se tiene la condición fundamental;

sen2© + eos2© =“1 ( 1 )

Si además de ésta consideramos la relación ya vis-

( 2 )

tendremos los elementos necesarios para expresar cualquier 
función trigonométrica en función de una determinada.

De la (1) se expresa el valor del seno,en función
del coseno y viceversa; y por la (2) se tendrá para estos 
casos^el correspondiente valor de la tangente.

Se tiene así:

6 =—j!1 - eos2© 

© = ±jl - sen2©

±|(1- sen2©

tag 0 _ ±|1- eos2© 
eos &



125

La doble determinación de la raíz permanecerá am
bigua si se conoce tan solo el valor de la función; debien 
do conocerse el arco &f ó por lo menos en que cuadrante vi 
ve,para determinar el signo correspondiente a cada uno de 
los primeros miembros.

Si nuestro dato es tag & , para determinar el valor 
de sen 0 y de eos 9 9 procederemos de la siguiente ma
nera:

o
Dividiendo ambos miembros de la (1) por sen 9

1 i eos2 & — 1
sen2 & sen2 g

1 -f- —----------- = ——-----
tag2 © sen2 9

o lo que es lo mismo

tag2 0-4- 1 _ 1
tag2 0 sen2 0

sen2 © = ■ ta-¿g— 

tag20-f-l

sen 9 =
i |tag28+ 1

Para determinar el valor del coseno en función de 
la tangente se tiene, dividiendo ambos miembros de la 
(1) por eos2

sen2 9 । x   1
cos^ 9 eos2 9
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tg2í?+ 1 = ro<¿~7
COS^ C7

cos2^ —------ - -----------
tag2^ —|- 1

eos & — —-----

tag2é*

En este caso subsiste también la doble determina
ción de la raíz debiendo atribuirse el signo que presente 
la correspondiente función en cada cuadrante, según sea 
el valor de 9 .

68.- TEOREMA DE LAS PROYECCIONES

Se llama proyección de un punto sobre una dirección, 
al pié de la perpendicular bajada desde el punto a la di
rección.

A

Así, en la figura se dirá que A1 es la proyección 
de A sobre la dirección r , escribiéndose

Proy A — A’ r
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Se llama proyección de un segmento sobre una direc 
clon, el segmento que tiene por extremos las proyecciones 
de los puntos extremos del segmento en cuestión.

Así se dirá que A* Bf- es la proyección de AB 
sobre la dirección r , si A' y B’ son respectiva
mente las proyecciones de A y B sobre la dirección r.

medida de A* B’ , proyección de AB sobre la 
r , se obtiene multiplicando la medida del seg- 
por el coseno del ángulo que forma la dirección 

dirección r . Este es el enunciado del llamado
dirección 
mentó AB 
AB con la ________
teorema de las proyecciones, que pasamos a demostrar seguí 
damente
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Consideremos un segmento AB y una dirección r, 
denotando con al ángulo que forman estas dos direc
ciones.

Si por los extremos del AB bajamos perpendicula
res a la dirección r se tendrán los puntos A’, B1 ex
tremos del segmento A’B’, proyección del AB sobre la 
dirección r . Trazando por A una paralela a r , que 
corta a la BB* según, C, se tendrá el AA’B’C, parale- 
logramo por construcción, en donde

A'B» = AC

Considerando el ACB, rectángulo en C, se tienes

AC = AB • eos

Resultando

A’B’ = AB • eos
c. q. d.

69 .- SENO Y COSENO DE LA SUMA DE LOS ANGULOS.

Consideremos dos ángulos agudos, C< y ; siendo 

el ángulo (-|- /3 ), suma de estos dos, también agudo.

Supongamos, empleando los elementos de la figura> 
que a estos ángulos corresponden respectivamente los ar
cos AM , fiP y í? .
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Inmediatamente se observa que:

sen = MN ; eos = ÓÑ

sen ^3 = PR • eos ^3 =0R

sen = PQ- ; eos (O(-|y¿) = OQ

Nuestro problema consiste en determinar el seno y 

coseno de ((X ) en función del seno y coseno de o( y
de (*> .

Consideremos primeramente los triángulos OQV rectán 
guio en Q, y PRV, rectángulo en R. Para demostrar gue es 
tos dos triángulos rectángulos,son semejantes bastara con 
demostrar que tienen ambos un ángulo agudo igual. Se obser 
va inmediatamente que los ángulos en v son iguales, por

opuestos por el vértice, de donde resulta Q 0 V = V P R 
o sea:

ángulo en P del R T P igual a
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Con estos elementos encaramos ?ara mayor comodl.dad 
una demostración paralela de las propiedades buscadas pa
ra el seno y coseno de la suma de dos ángulos.

sen ( 4" P ) " PQ

descomponiendo PQ en 

suma de dos segmentos 

se tiene:

PQ = PT + TQ

y como

TQ = RS 

se tiene

PQ = PT~ 4- RS

eos ( °< + ^ ) 

descomponiendo

= OQ

OQ en di

ferencia de dos segmentos

se tiene:

OQ = OS - QS

y como

QS =■ TR 

se tiene

ÓQ = Os — TR

Expresando estos segment9S en función de los ele 
mentos de nuestro problema, según

PT = PR . cos^ =

RS = ÓR . senr^ =

OS =■ OR . cos(/ =

TR = PR sen^¿ =

se tendrá:

(1) sen CX'-fyS) = sen O<

(2) eos (o<+/3 ) =coso<

sen • eos CX

eos . sen

eos (i . eos CK

sen. sen

eos ^3 sen cos

eos — sen CX sen / v
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70 .- SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS.

Sustituyendo en la (1), ^3 por (— ^3 ) se ten

drá sen ) = sen eos (— (i ) -f- sen (— ) 

eos o< jexpresando ésta en función de valores trigonomé

tricos de(Yy de , se tendrá en virtud de las rela

ciones vistas para arcos simétricos:

(3) sen = sen cos/3— sen ck eos (Z

Sustituyendo ahora en la (2), por (—) 

se tendrá 

eos ) = eos o< eos (—/£) — sen se

o sea

(4) eos ((X ) = eos cos/ó -j- sen c< sen

b-. - Tangente de la suma y diferencia de los ángulos .

Relacionando la (1) con la (2) se obtiene para la 
tangente de la suma de dos ángulos la siguiente relación:

(5) tag (<X +/5 ) = tagtt -+- tag f
1 1— tage* tag//6

Relacionando la (3) con la (M se tendrá para la di 
ferencia de dos ángulos

(6) tag (CX-/Í ) = tag * - ta? ■ 
1 1 + tag

71 .- SENO, COSENO Y TANGENTE DÉL DUPLO DE UN ANGULO.

Considerando en la (1), (3) y (5)
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se tiene:

(7) sen 2 X =

(8) eos 2 =

(9) tag 2 =

2 sen (X eos <X
o 2

eos X — sen
2 tag <X 
1—tag2^

72.- SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO MITAD EN FUNCION

DEL ANGULO ENTERO.

De la expresión del coseno del ángulo duplo (8) re 
sulta una interesante relación

eos = eos2 - sen2 (a)

recordando ahora la relación fundamental:
1 = eos  + sen  (b)2 2

2 2
resulta sumando m.a.m. (a) y (b)

de donde

(10)

si en vez 
ta:

de donde:

(11) _ _____
2 1/ 2

1 - eos CX =

eos — 
2

eos

2

de sumar (a) con (b) restamos (a) de (b) resul

1 - eos =. 2 rs/2 sen
2

sen 1 - eos



y finalmente relacionando (10) y (11) 

( 12 ) tag
1 - eos «X

1 + eos X

73.- FORMULAS PARA LA TRANSFORMACION EN PRODUCTO DE LA 

SUMA O DIFERENCIA DE LOS SENOS O COSENOS.

Recordemos las fórmulas que obtuviéramos para ex
presar el seno y coseno de la suma o diferencia de los 
ángulos:

Sen ((X+/*) = sen X eos -|- cos o< sen

Sen (X — (i )

Cos (c\-f-p)

Cos (<X —

== seno< cos— cos sen^ 

= cos CX cos — sen sen^3 

= cosCK cossen sen P

Efectuando la suma y la diferencia de las dos pri
meras y procediendo análogamente para las dos segundas se 
tiene:

Designando ahora:

Sen (<X+^)

Sen

Cos (CX

Cos )

Sen (X — ) = 2 sen CX. cos

— sen (<X — (3 ) = 2 cos o( sen

- f- eos (CX —^3) = 2 cos o< cos^3

— cos (<X —^) = 2 sen ¿X sen

p= (XM) (Kq
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regnlta>sumando o restando m.a.m. estos dos:

2

Espresando las fórmulas anteriores en términos de 
p y q se tendrás

sen p 4 sen q = 2 sen (2-^-i) eos (2-^-1)

sen p - sen q =2 sen (2-^-3.) eos (2-xS.)

eos p 4 eos q «2 eos (P-t fl.) eos fl)

eos p - eos q =2 sen (2-Í-3) sen (2-Z-l)

Estas fórmulas que expresan según un monomio, ex
presiones binomioas, tienen su principal aplicación en 
los problemas del calculo trigonométrico.

7U-.- NUMEROS COMPLEJOS,

Dentro del campo de los números reales carecen de 
sentido expresiones tales como J~ k . 6 / ¿ - - 

log -17.
A fin de poder efectuar tales operaciones, debere

mos ampliar nuestro concepto de número, introduciendo a 
tal fin el concepto de número complejo.

Definimos al número complejo mediante dos números 
reales, dados en un orden determinado. A estos dos números 
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reales los llamaremos componentes del número complejo, y 
lo indicaremos asi: =(a , b) ; en donde a * es la
componente real, y b la componente imaginaria, siempre 
en ese orden.

En particular un numero complejo cuya componente 
imaginaria sea ceroc< =(a, o ) designa al número real 
a . Un numero complejo cuya componente real sea cero 
ex =(o, b ) se dirá imaginario puro. El más simple de 

éstos X = ( 0,1 ) recibe el nombre de unidad Imaginaria 
y lo designaremos siempre mediante la letra i .

Representación geométrica.

Así como existe una correspondencia entre números 
reales y puntos de una recta, los números complejos co
rresponden a los puntos del plano a través de los valores 
de sus dos componentes.

Un punto del plano P queda determinado cuando se 
conocen sus proyecciones sobre los dos ejes, que son las 
componentes del número complejo que corresponde a P. 
Asimismo el punto P quedará determinado cuando se cono¿ 
ca lazmagnitud del segmento 0P que forma con el origen 
y el ángulo W que forma dicho segmento con el eje de 
las x .

Resulta de ésto gue un número complejo queda determinado 
dado un par de números (a, b), o dada la medida 0P, y el
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ángulo W . Denominamos OP según r , módulo del comple 
jo; siendo: | 2 . . 2 >__ u a2 4- b2 ; y el ángulo W, ajgumen- 

bto del complejo, siendo w = are. tag -

Expresión de un número complejo.

Por ser un número complejo el resultado de sumar 
un número real a un imaginario puro, de ahora,en adelan
te expresaremos al número complejo (a,b) según

(a,b) = (a,o) + (o,b) = a -f- b^

en donde i representa a la unidad imaginaria ya introdu 
cida. Esta forma recibe el nombre de expresión binómica_ 
de un número complejo.

Si en ésta sustituimos a y b por sus valores 
en términos del módulo y argumento, se tiene como expre
sión de un número complejo, 

r ( eos W + i sen W )

que recibe el nombre de expresión trigonométrica de un nú 
mero complejo.

Complejos conjugados.

Dos números complejos, de igual componente real y
de componente,imaginaria de igual valor pero distinto 
signo, se dirán conjugados. Así: (2 + 31) y (2- 31) son 
dos complejos conjugados.

OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

7?.- SUMA DE DOS NUMEROS COMPLEJOS.

(a + b 1) + (c + d i) = (a 4- c) 4 (h + d) i
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De donde resulta la siguiente regla: Se llama suma de dos 
números complejos (a-f- bi) y (c -J-di) a un tercer nú
mero complejo que tiene por componente real la suma de 
las respectivas componentes reales, y por componente ima- 
ginaria la suma de las respectivas componenentes imagina 
rias. En forma similar queda definida la sustracción en
tre dos números complejos.

OBSERVACION: Como un número real no es sino un ca
so particular de número complejo, mediante la anterior re 
gla podremos efectuar la suma entre un número real y un 
número complejo.

Ejemplos:

( 3 + 5 i ) -í (2 - 3 i) = (3 + 2) + (5 - 3) i

+ 21

3 +- (5 + 2 i) = (3 + 5) -i- 2 1

= 8+21

Representación geométrica de la suma de dos núme
ros complejos.
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Sean los dos números complejos (a , b^) y (a^ 9 b^) 

que corresponden respectivamente a los puntos y ?£ 
Vista la correspondencia entre números complejos y puntos 
del plano, el número complejo suma de los dos considerados, 
corresponderá a un punto P que tiene por coordenadas la 
suma de las respectivas coordenadas de P^ y P^ •

Expresión de la unidad imaginaria, i__.

Definimos para la unidad imaginaria i , el valor 
que resulta de considerar ^2 __ _ j . De acuerdo a es

ta definición se tendrá para las potencias sucesivas de i:

i3 = i2 X i = -1 . i = -i

i*- = i3 x i = -i . 1 = - i2 = - (-1) = 1

5 U1=1 x i = 1 . í = 1

76.- PRODUCTO DE NUMEROS COMPLEJOS.

a) Producto de un número complejo por un número 
real.

c. (.a -f- b i) = a c 4- b c i

Asi se dirá que el producto de un número real por 
un complejo es igual a otro número complejo que tiene por 
componente real el producto de la componente real del com 
piejo por el número en cuestión, y por componente imagina



ria el producto de la componente imaginaria multiplicada 
por el numero real.

b) Producto de dos números complejos.

i) Expresión binómica del producto de números com
plejos.

(a 4-bi) (c-f-di) = a c + a d 14 b c i fb d i2

= (a c - b d) +-i(a d -f- b c)

Se procede en este caso según las reglas vistas pa
ra el producto entre binomios, atendiendo los valores ha
llados para las distintas potencias de la unidad imagina
ria.
, ii) Expresión. trigonométrica del producto d,e dos

ifcen w1cos *2

r1 (eos Wj -f i sen w^) • r2 (eos w2 + i sen w2) s

+cos w^sen^)/

= rlr2 ^”cos (vi4 v2) 4 i sen (w14 w2)_7 

de donde resulta el,producto de dos números complejos 
igual a un tercer número complejo de modulo igual al pro
ducto de los módulos, y de argumento igual a la suma de 
los argumentos.
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77 .- COCIENTE ENTRE NUMEROS COMPLEJOS.

De la definición de producto entre dos números com 
piejos se desprende que el cociente de dividir un número 
complejo , por otro complejo será un nuevo número 

complejo (xf que tiene por módulo el cociente de los módu

los, y por argumento la diferencia de los argumentos.

Para efectuar el cociente entre dos números comple 
jos, expresados en su forma binómica, se procederá de la” 
siguiente manera:

Sea nuestro problema el de calcular:

a+. P--.1- =c 4- d i

multiplicando numerador y denominador del primer miembro 
por un número conveniente, y eligiendo éste, conjugado de: 
denominador se tendrá:

(a -|- b i) (c - d i) _ (ac 4- bd) 4- i (ad - bc)
(c 4- d i) (c - d i) c2 + d2

resultado que se expresa en términos del módulo r según

ac 4 bd . ad - bc

EJEMPLO:

2 + 3 Í _ (2+3 1) (112 1)
1-2 1 (1-2 i)(l+2 i)

- ( 2 ~ 6) + i ( *» + 3) _ 7 j
i2 + 22 5 5
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78 .- POTENCIAS DE NUMEROS COMPLEJOS.

Supongamos se desee calcular la potencia n-ésima 
(n un numero natural) de un número complejo

Expresado este en su forma trigonométrica se tie
ne:

n r 1 n= r • ( eos w -t i sen w)

r ( eos v 4 i sen w)

desarrollando la potencia del binomio, y vistas las rela
ciones que expresan el seno y el coseno de la suma de n 
ángulos se tendrá:

r (eos w-»-i sen w n / . »- r (eos n w + i sen n w )

fórmula llamada de MOIVRE, que permite calcular las poten 
cías enteras de un número complejo dado en su expresión ' 
trigonométrica.

Si el número X estuviera dado en su expresión bi- 

nómlca, *< = a+-b i ? se podrá calcular la potencia n-ési- 

ma del mismo aplicando la fórmula de Newton vista para el 
desarrollo de la potencia de un binomio y agrupando los 
términos del desarrollo conforme a los valores de las po
tencias de la unidad imaginaria.

79 .- RAICES DE LOg NUMEROS COMPLEJOS.

Determinar la raíz n-ésima de un número complejo 
significa encontrar otro número cómplejo tal que su po
tencia n-ésima sea igual al número dado. Así, para que 
sea
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deberá ser

r (eos w ■+• i sen v) = (eos 1 sen )

(eos •+• 1 sen )
n

= r (eos w + i sen v)

y que los argumentos correspondan a
La condición para que esta igualdad se cumpla, es que los 
módulos sean iguales, y que los argumentos correspondan a 
ángulos congruentes, es decir sean iguales o difieran en 
un número entero de circunferencias.

Será entonces:
2 k/r 

n

De esta manara queda perfectamente determinado e± 
módulo del complejo raíz n-ésima, por la raíz n-esima 
aritmética del módulo del complejo dado;en la expresión 
del argumento figura la constante indeterminada k , que 
admite valores enteros pero limitados al campo O^K^(n-l) 

ya que otros valores enteros de la misma conducirán a argu 
mentos ya determinados.

Resulta de ésto que todo número complejo tiene n 
ralees complejas distintas, que tienen como modulo, la 
raíz aritmética del módulo del complejo dado, y como argu 
mentó:

W y + 2 77" w-t-2^217 w 2x(n-l)<^z
— 9 n ’ n • ’ ’ ’ n

Se escribirá así en general:

___________________ _ Q_ y 2. ají w
¡Jó? (eos w + i sen w) - v/r/cos (ñ 4 n ' + sen^ñ + ^17
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, . donde K toma los valores 0, 1» 2, .. , n-1, resultan 
do las siguientes ralees:

r1 = n/7” [008 Hr+i sen

80.- RAICES DE NUMEROS REALES.

Expresando un número real bajo la forma más general 
de un número complejo,será posible extender la operación 
de radicación al caso, hasta ahora vedado, de ralees de l¡i 
dice par de números negativos.

Consideremos el problema de calcular la raíz cuadra
da de - a siendo a , una cantidad positiva. Expresado 
este número real en su forma trigonométrica

- a = a (eos 180 + 1 sen 180) 

su raíz cuadrada se calculará según la forma general que
se acaba de exponer.

\J a (cos)180 4- i sen 180 )

eos 90 4- i sen 90 )
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2
(eos 270 -|- i sen 270)

drá:
en la forma binómica se tenExpresando r^ y r2

que Justifica la siguiente igualdad

81.- LOGARITMO DE UN NUMERO COMPLEJO.

Consideremos el problema de calcular el logaritmo 
natural de un número complejo dado en su expresión bino- 
mica

r (eos w -|-i sen w )

Aceptando la relación e = eos x f i sen x ,que 
demostraremos más adelante en estos apuntes, resulta:

cos 2^4 , 4- i sen 2^4= 1 , lo que permite 
la siguiente expresión dellogaritmo de un número complejo;

log = log [ r (cos w + i sen w)j = 

• log [ ,r . elw]

» log f r . eiw .
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i(w 4- 2 <1T )
= log [ r • e J

= log r 4- i (w¿-2k7) log. e

log [ r(cos w + i sen w)l = log r + i (w+2kfr)

( K- o, 1, 2, ••• )

de donde resulta que el logaritmo de un numero complejo, 
dado en su forma trigonométrica, es otro número complejo 
dado en su expresión binómica, cuya componente real es 
igual al logaritmo del módulo, y cuya coeficiente de i 
resulta de sumar al argumento original w, un numero ente 
ro de giros de circunferencia, o sea: .

Si se asigna a la constante indeterminada & . el 
valor o , se obtiene el valor principal del logaritmo 
de un número complejo.

log [ r (eos w i sen w )] = log r ■+ i w

íxnE

La forma más general de la ecuación de segundo gra 
do con coeficientes reales es 

2a x -f- b x +- c = 0 (1)

en ésta observamos que el primer miembro es casi el desa
rrollo de (2 a x + b)2 , debidamente adaptado mediante la 
sustracción del término b^ y el agregado del termino 
U a c . Se tiene así:*

2
(1|. 2^ x^4h- a b x-|-b5 -(b^- h- a c) = (2ax+b) -(b^-Aac) 
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escribiendo el segundo término del segundo miembro en for 
ma de cuadrado (el cuadrado de su raiz cuadrada), la (2) 
podrá escribirse!

(2 a2 x2 4-b )2 - ( ./ b2 - U a c j = 0

Recordando que una diferencia de cuadrados puede escribirse 
según el producto de la suma de los números por su dife
rencia, la ecuación anterior podra escribirse:

( 2 a x b 4- -l*ac ) ( 2 a X4 b - a c

Los valores que satisfacen esta condición, son los que anu 
lan a uno de los dos factores, es decir cumplen la condi
ción: 

2 a x +

de donde resulta: - b- a c

o la condición:

de donde resulta: 

expresiones ambas que se reducen a una única, que se deno
mina resolvente de la ecuación de segundo grado

< b¿ - a c
2 a

- b

la observación de esta resolvente se concluye 
que la ecuación general de segundo grado admite dos raíces
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o valores de la variable que las satisfacen; la forma de 
las cuales dependen de la expresión b2 - a c , que re 
cibe el nombre de discriminante de la ecuación de segundo 
grado.

Si el discriminante es positivo, la ecuación admite 
dos ralees reales y distintas.

Si el discriminante es i^ual a ceroy la ecuación ad
mitirá una raíz real que se dirá doble.

Si el discriminante es negativo, la determinación de 
la raíces requerirá el cálculo de la raíz cuadrada de un nu 
mero negativo, lo que hace que la ecuación tenga dos ralees 
complejas conjugadas.

Ejemplo:
i) Consideremos el problema de determinar las ralees 

de la siguiente ecuación de segundo grado

5 x2+ 3 X - 2 =0

aplicando la resolvente se obtiene:

que me conduce a los siguientes valores para las ralees:

11) Determinar las ralees de la ecuación
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aplicando la resolvente se tiene

2 X2 4- x 4 2 =0

- 4 ± 0 
ü-

Se dirá en este caso que x = -1 es una raiz real doble d( 
la ecuación 2 x2 +• x -|- 2 = 0.

iii) Determinar las ralees de la ecuación

2
2 x - 6 x 4 5 =0

aplicando la resolvente se tiene

x =
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siendo en este caso x^ y x^ , raíces de la ecuación, dos 

complejos conjugados .

83.- PROPIEDADES DE LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO

GRADO.

Vista la expresión de las mismas según

resulta sumando m.a.m.

-2b - b

que nos dice: en una ecuación de segundo grado, la suma de 
las ralees es igual al cociente de dividir el coeficiente 
de x , tomado con el signo cambiado, por el coeficiente 
del término en x2 e

Si efectuamos el producto x^ • se tendrá: 

b2- a c -b “^\/ b2 - *+ a c 

: a 2 a

b2 - b ^b2- ¡i a c + b y/b2- it a c - (l/b2-A a c) 

h- a2

b - (b2 - a q) b2 - b2 -f- **• a c

h- a2 h- a2



que nos dice: en una ecuación de segundo grado, elzproducto 
de las ralees es igual al cociente de dividir el termino in 
dependiente por el coeficiente del termino en x .
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8^.- PROGRESIONES.

Se dice que los elementos de 
o indefinida de números una sucesión finita

ai ’ a2 ’ a3 ’ • • • » an ’ •••

constituyen una progresión cuando el valor de cada uno 
de los elementos queda determinado al conocerse la posi
ción del mismo dentro de la sucesión.

85.- PROGRESION ARITMETICA.

Se d|ce que los elementos de una sucesión forman 
una progresión aritmética cuando cada término resulta de 
sumarle al anteriorzun número fijo que recibe el nombre 
de diferencia o razón de la progresión. Así, la sucesión 
de los números pares, 2, 4, 6, 8, .. , 2n , (2n + 2),... 
constituye una progresión aritmética de diferencia 2. ya

4-2 = 6 - 4= 8- 6 = ... =. (2n+ 2) - (2n) = 2

En una progresión aritmética genérica, de razón 
o diferencia d, a;l , a2 , a ... , aQ

se tendrá por definición:

S+i=\+ d
ah + 2 = ah+1+d

+ k = «h+k _ i + d 



sumando miembro a miembro estas igualdades se tendrá, 
luego de cancelar aquellos términos que figuren en am- 
bos miembros: 

a. ( 1 )k d

de donde
( 2 )d- kaa 

h

Consideremos ahora dos términos de la progresión 
anterior que equidisten de los extremos: V am _ ]

En virtud de la (1) y la (2) se tiene:

a = a + k d ya = a - k d
1+ k 1 n “ k n

sumando m.a.m. estas dos igualdades, y cancelando los 
términos comunes a ambos miembros^se tiene: 

a -4- a 1+k n - k = al + an

que justifica la siguiente propiedad. La suma de dosier 
minos que equidisten de los extremos en una progresión 
aritmética, es igual a la,suma del primero mas el ultimo 
término de dicha progresión.

Aplicando la propiedad anterior podremos calcular 
el valor de la suma de los n primeros términos de una 
progresión aritmética de primer término a^ y de dife
rencia d . Indicando con el valor dex dicha suma 
se tendrá:
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S = a +a,+ aA+*»*+an n n-1 n-2 ' 1

Sumando m.a.m.

2 Sn ~ (ai + ?? + (a2‘+ an-l ' + (an + al }

resultando en virtud de la propiedad anterior:

2 Sn = n (ai-b an)

y finalmente:

n ( ai + an) 
2

fórmula que nos da el valor de la suma de los n prime
ros términos de una progresión,aritmética, en función del 
valor del primer término, del último y del número de tér
minos que se consideren. Si quisiéramos expresar Sn en 

función de , dj , y n • sustituyendo en la anterior

an = a1 (n - 1) d

se tendrá:

Sn — n al +
n (n - 1) d

2

86.- PROGRESIONES GEOMETRICAS

Se dice que los elementos de una sucesión
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&1 9 a2 ’ &3 ’ ’ an’***

constituyen una progresión geométrica^cuando cada termi
no de la misma se deduce del anterior multiplicándolo por 
un número fijo llamado rajón de la progresión. Asi los 
elementos de una progresión geométrica quedan determina
dos al conocerse el primer termino a^ , y la razón q.

Por la definición se tiene:

Vq 5 ah+2 = ah+i-q •••’WU-r’

multiplicando m.a.m. estas igualdades y eliminando facto
res comunes a ambos miembros se tiene:

aah + k h
qk

de la que resulta:

S = S+k • q

(3)

(M

Consideremos ahora dos términos de lazprogresión anterior 
que equidisten de los extremos; sean éstos a^^ y an

En virtud de la (3) y (M se tendrá:

a , = a n-k n Q
k

multiplicando m.a.m. estas dos Igualdades y simplifican
do, se tendrá:

a .a . = a, . a1 + k n-k 1 n

que nos dice: el producto de dos términos de una progre- 
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slon geométrlca^que equidisten de los extremos, es igual 
al valor del producto de dichos términos extremos.

Aplicando esta propiedad podremos calcular el va
lor del producto de los n primeros términos de una oro 
gresion geométrica. * x

Pn = al * a2 x .. x an

Pn = an X Vi x - 1 \

Sjyia de J.og—n—primeros términos de una progre
sión geométrica, ------*-yf> 7 '

Indicando dicha suma con SQ se tendrá

Sn=al+ a2+ + an-l + an (i)

multiplicando ambos miembros por q , razón de la propor 
clon geométrica, se tiene:

q. q + a2 q+ q + an. q

<1. Sn=a2 -f- a3 + + an ■+■ an-f-l (ii)

restando la (i) de la (ii) y simplificando los términos 
comunes resulta:

Sn . (q - 1) = an+1 - ai 

de donde: 



a _ - an + 1

q - 1

y finalmente expresando an_1 en términos de a^ según

se tendrá

q - 1

la que se suele presentar, multiplicando numerador y de
nominador por (-1)» en la forma: 

y nos da una expresión para la suma de los n primeros ter 
minos de una progresión geométrica de primer termino a^ 
y de razón q •

87.- LIMITES

Si se tiene una sucesión indefinida de números

al ’ a2 ’ a3 ’

se dirá que la misma tiende al valor límite a, cuando 
la diferencia entre el término general de la sucesión y 
el límite de la misma, a - a , se haga tan pequeña co

mo se quiérala partir de un cierto n en adelante.

La definición rigurosa de límite nos dice:



a es el límite de la sucesión anterior si: dado un £ ar 
bitrario positivo, existe un n = v tal que, para todo 
n > v , la diferencia - a sea, en valor absoluto, 
menor que ¿ .

En fórmulas esto equivale a expresar:

lav - a l< £ 5 lav 1 ■ ai<f > •
o sea, a partir de un n = v, en adelante

- £ < an - a < ¿

o lo que es lo mismo 

< a +£

que nos dice que,a partir de unz n en adelante, es de
cir salvo un numero finito de término* todos los térmi
nos de la sucesión se hallan dentro del intervalo de an
cho 2¿?que tiene por centre el limite de la sucesión 
considerada.

Así, si a es el límite de la sucesión [a ) , se 
escribirá: l nl

lim a = a 
n—oo n

que se lee:el límite de la sucesión ía 1 , cuando n crece

indefinidamente,es el valor finito a. 

Ejemplo:

i) La sucesión

1 , 1/2 , 1/3 , .
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tiene por límite el valor 0, ya que la diferencia

1 _ o = 1 , se mantiene, a partir de un cierto n 
n n

en adelante, (que depende de £ ) menor que cualquier £, 
arbitrario positivo.

Tomando £ =0,0001 observe que

1 < 0,0001
n

para todo n > 10000,por lo que concluyo escribiendo

lim 1 — o 
n-^oo n

ii) La sucesión

••••
2 22 23 ?

tiene también por límite cero,ya que la diferencia

1
n

2

puede hacerse tan pequeña como se quiera. Asignando a £ 
el valor arbitrarlo £=0.001 se tendrá:

O.nm

para todo n a partir del término en que
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n
2

o sea 
de la

a partir de n=10 
definición de límite

en adelante. Por tanto en virtud 
se escribirásescribirá:

tiene

lim —— 
2n

iii) La sucesión

por limite ya que

hemos visto

(i)zpuede 
birá:

hacerse tan pequeño como se quiera. Asi se escri-

iv)

lim

La sucesión

n

2 ? —i 
2

n 
n

n — 1 
n

1

O

3

1 
n

= 1

, -----
n

■1
6

1
82

(-l)n 
2n ’

tiene evidentemente el,límite 0 pero presenta la particu
laridad de tener sus términos alternadamente positivos y 
negativos (las sucesivas diferencias an - a , tendrán por 
tanto signos alternados,por lo que en ----- --------
esencial trabajar con valores absolutos 
ta <

este caso resulta
____ _______ _________ , necesidad que has, 

este ejemplo no había aparecido manifiestamente).

Límite infinito.

de 
ne
tivo A

Si en una sucesión ocurre que el valor de cada uno 
sus términos, a partir de un n en adelante, se mantie 
superior en valor absoluto a un número arbitrario posi- 

es decir, si se observa
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| av | > A , | Av + 1| > A ; ... I | \+p|>A’ * * • 

se dirá que la sucesión tiende a infinito, o tiene por lí
mite infinito, lo que se nota según

lim
n-*oo

Se distinguirán además los dos casos + oo y - oq 
observando en cada caso si a partir de un cierto n en 
adelante todos los términos de la sucesión sean positivos 
o negativos. Se tendrá así respectivamente:

lim an =» + oo 
n*oo

y lim
n-*oo

an « - oo

i) La sucesión
2

tiene por límite + oo ya que siendo todos sus términos 
positivos, se observa que el termino general n¿ supera, 
a partir de un cierto n en adelante, a cualquier valor 
fijo por grande que sea. En consecuencia se escribirá:

lim n =+oo 
n-*ao

ii) La sucesión

-1, 2 , -3 , 4 , , (-l)n . n, . . .

tiene por límite oo ya que siendo de signos alternados 
se observa que el valor absoluto del,termino general su
pera, a condición de considerar un termino suficientemen 
te avanzado, a cualquier número fijo por grande que sea. 
En consecuencia se escribirá:
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lim (-1) .n = oo
n*oo

LANTES
88.- SUCESIONES C •Jal GENTES X QSCI-

Llamaremos convergente a toda sucesión que tienda 
a P-nito; divergente a la que presente límite
infinito; e indeterminada u oscilante a aquellas que ca
recen de límite.

Un ejemplo de sucesión indeterminada u oscilante 
lo da la siguiente sucesión:

----i-j 9 ya Que tiene dos puntos de acumula

ción alrededor de +1 y -1, pero ningún punto límite en 
el sentido de la definición.

CALCULO DE LIMITES.

89»- Limite de una suma o diferencia

si (an) y {^n^ son dos sucesiones que tienden 
a los límites finitos a y b respectivamente, la suce- 

*n + , Que tiene por términos la suma de los respecti
vos de y [bn^ ) tendrá por límite a + b .

En efecto, por ser

lim an — a y , lim bn — b 
n+oo n-» oo

se tendrá a partir de un cierto en adelante:

- < a - a ; y---- — <bn - b <52 n 2 > J 2 n ^2
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sumando m.a.m. -f < (an+ bn) - (a + b) < f

es decir, por definición de límite:

lim an bn = a + b 
n-*oo

Si en lugar de sumar hubiéramos restado miembro a 

miembro las anteriores se tendría:

- £ <(an - bn) - (a - b)< £

que en virtud de la definición de límite corresponde a 
presar:

lim (a - bn) = a - b
n-*-oo

Ejemplo:
Sea la sucesión [ 1] )Que tiene por límite el valor

0 : y la sucesión H-ÍZ-i que tiene por límite el valor 1. 
’ n

Una aplicación del teorema anterior Justifica sea:

lim
n-*oo

n + 1 4-11=14-0 =1
n n J

Una aplicación reiterada de las consecuencias de 
esta propiedad nos conduce a la siguiente: La suma alge
braica de varios sumandos que tienen limites finitos^ ten
drá como límite la suma algebraica de los correspondien
tes límites.



OBSERVACION; Esta propiedad limita el número de su
cesiones que se, pueden considerar, al caso determinado y 
finito. Si el numero de sucesiones que se agregan es infi 
nito, nada podra adelantarse sobre su límite.

i) Si al estudiar el límite de una suma, una de las 
sucesiones tiene por límite zoo ó ±oo y la otra tiene 
límite finito, la suma tendrá por límite respectivamente 
oo o ± oo.

ii) Si ambas sucesiones tienen límite 4 oo ó -oo 
la suma tendrá el mismo limite (nada puede agregarse a 
esta propiedad en el caso de signos contrarios o indeter
minados ) •

90.- LIMITE DE UN PRODUCTO.

i) Si {an} y ^b^ son dos sucesiones tales 

que la primera tiende al límite cero, y la segunda tiende 

a un límite finito b, la sucesión producto [an* ten

drá por límite cero. En efecto, por hipótesis

lim a = o 
n-*oo

luego, a partir de un n

: lim b = b
n*oo n

en adelante se observará

en consecuencia:

de donde
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lim < an • bn) = o 
n-*oo

ti) Si an tiene por límite oo, y ademas bn se 

conserva siempre superior a un número k > 0 , es decir 
si:

lim an= oo , n-oobn=b
n-*oo 11

se tendrá a partir de un n en adelante:

an>4- bn>k

en consecuencia:

de donde,por la definición de límite

lim 1 an . bn}= oo 
n-*oo

iii) Si {an1 admite el límite finito a, y ad

mite el límite finito b , se tendrá que el producto {an. bj

tiene por límite a.b.
Para demostrar ésto bastará demostrar que la dife- 

ferencia | a b - an bn | se mantiene,a partir de un cierto 

n en adelante, tan pequeña como se quiera. Como esta di
ferencia puede escribirse:

ab - an bn = a (b- bn) + bn (a - an)



se tiene por la propiedad (i)

lim a(b-bn)=o ; lim bn(a-a)=0 
n->oo n-^oo n

en consecuencia se verificará:

£. <a (b-bn) 
2

sumando m.a.m. estas dos desigualdades resulta

- £ <a . (b - bn) + bn (a - an )< £ 

que, por la definición de limítennos dice:

91.- LIMITE DE ÜN COCIENTE.

Si an tiende al límite finito a, y bR tiende

al límite finito b, est’e último distinto de cero, el co

ciente —tendera al límite

Para demostrar esta propiedad demostraremos prl-
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meramente que si .*

lim 
n-*oo

b = b , será lim = —
n n—►oo bn b

En efecto: la diferencia

1 _ 1 =
* bn

bn - * 
b. bn

= (bn - b). 1
b. bn

puede hacerse tan pequeña como se quiera,ya que si b es 
finito, a partir de un n en adelante la diferencia 
(b_ - b) tenderá a cero, y el cociente __2____ no su-

n b. bn
perará a un número arbitrario fijo.

Demostrado ésto se tiene:

lim —— = üm a , —— lim a - lim —■— =
n-*-oo bn n-*-oo bn n*oo n+oo Dn

lim 
n—oo

an _ _a 
bn b

c.q.d.

ii) Si en un cociente el denominador tiende a in
finito y el numerador es finito, el cociente tendrá por 
límite cero. En efecto, al ser:

lim a = a ; lim bn = oo 
n-*oo n-*oo

será,a partir de un cierto n en adelante
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< K bn

resultando en consecuencia ;

K

de donde,por definición de límite,resulta:

lim 
n-^oo

c.q.d.

iii) Si en un cociente el denominador se conserva 
finito, y elznumerador tiene por límite infinito, el co
ciente tendrá límite infinito. En efecto, al ser

lim
n-^oo

oo y lim b = b 
n-^oo

se tendrá, por definición de límite, y a partir de un 
cierto n en adelante que:

an|> A.K

se tendrá entonces:

l%l 
IM

A.K 
k

de donde, por definición de límite:

lim —2— = oo 
a-* oo bn

c.q.d.

= A
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iv) Si en un cociente el numerador tiende a un líml 
te finito a, y el denominador tiende al límite cero, el 
cociente tendrá límite infinito.

Por ser:
lim an= a , y lim bn= o
n-*-oo n-*oo

a partir de un n en adelante se verificará

luego k
k/A

que, por definición de límite corresponde a:

lim ------ = oo
n->oo bn

c.q.d.

92.- Límite de un logaritmo#

Si bn es una variable que tiende al límite fini
to b, o sea si: lim bn = b , se tendrá:

n-00

lim (loga bn) =loga b. 
n-*oo

o sea: el límite del logaritmo de una variable es igual al 
logaritmo del límite de la misma. Para esto se deberá obser 
var, a partir de un cierto n en adelante:

- 6 > loga bn “ 10Sa b

Tomando la base de nuestro sistema de logaritmos, 
a 1 , se tendrá para £. arbitrario positivo;
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- £
a < 1

Al - /-------- “ 1 , sera 
b

< a£ 
b

en base a se tiene:

E 
a > 1 ,

y como 
lim 
n-*-oo

- E 
a <

Tomando logaritmos

- E
log a < log b - log b < log a ü el XI Cl ex

o sea:

- f < log b - log b < £ a H el

la definición de límite;resulta:

10£ft bn = lo$a lim bn “ loga b n-*oo

c.q.d.

93.- LIMITE DE UNA POTENCIA

i) Si a es un número positivo, y bR tiende al

límite finito b, o sea:

a > o ; | bn - b | < g 

de donde;por

lim
n-^oo

se tendrá:
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n-*-oo
t>n t

En efecto,si logramos demostrar que,la diferencia a -a 

se mantiene, en valor absoluto y a- partir de un cier 
to n en adelante, tan pequeña como se quiera, habremos 
demostrado nuestro teorema.

Estudiaremos esta diferencia

abn - ab = ab ’ abn ' * - 1

ab* - ab = a* | a"* -1

En el segundo miembro, por ser lim b = b , a condición 
n-*oo

de considerar un n suficientemente avanzado, la diferen 
cia bn - b se hace tan próxima a cero como se quiera, 
resultando por tanto el valor absoluto de la diferencia

,b” -‘-1 

de donde resulta 
, bn bx lim (an-a) = 0

n-*-oo

y en consecuencia 
bn b ,lim a = a c.q.d.

n-*co

ii) Si se tiene lim a = a > 0 ; y además
n-*oo

ocurre
lim bn = b , sera: 
n-*oo .
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Si * > 1 , es la base de un sistema de logaritmos se 
leñara •

bn
10^K an = bn • 10^ an

de donde

Se tendrá así por propiedades anteriores:

bn_ o<lim <bn10^ an) b-log* a

,, n blim an = a c.q.d.
n—mx>

9^. - LIMITES INDETERMINADOS

Corresponderán a aquellos casos que escapan a las 
reglas provistas por los teoremas que se acaban de demos 
trar. En estos casos el conocimiento de los límites de 
los elementos de una expresión aritmética no determina
ra el límite de la misma.

Estos casos de que hacemos mención, pueden sinte
tizarse en los siguientes expresiones indeterminadas.

i) si a —> o y b —> oo m ni

la expresión . bm será, en el límite, de la for- 

ma indeterminada o . oo .
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ii) Si an —► o , y bn —► o

la expresión - 

determinada § .

será, en el límite, de la forma in

iii) Si an-* oo , y bn—^°°’

la expresión

indeterminada

será, en el límite, de la forma

oo

iv) Si an—*-oo , y bn—►oo la expresión

a - b será, en el límite, de la forma indeterminada n n
oo - oo .

v) Si an —► o, y bn—►© 

b
la expresión an será, en el límite, de la forma in

determinada l00.

95.- LIMITES DE EXPRESIONES RACIONALES

Las formas indeterminadas del tipo — son su- 
oo

ceptibles de admitir un límite cuando se trate de expre
siones racionales, es decir del tipo:

k . k-1a~ n -U a, n _i_ ... _L_ a.o • 1 • i

bo nh 4- bl nh-l-}_ ... bjj
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Cuando n crece indefinidamente.tanto el numera 
dor como el denominador tienden a oo. Tal indetermina
ción podrá quebrarse si se divide numerador y denomina
dor de la expresión>por la mayor de aquellas dos poten
cias de n que determinan el grado de los respectivos 
polinomios en numerador y denominador.

Consideremos como ejemplo numérico el problema de 
calcular

lim 
n-*oo

2 n3
2 n2

+ 3 n2+ 5
-4- 6 n 3

Dividiendo numerador y denominador por n^ se tendrás

2 n3 +3 n2-<- 5 2 -+ | + -¿y
1 — ■ Q

2 n2 + 6 n -f- 3 A + A

si en este momento hacemos ténder n a infinito, el nu
merador tendrá por límite 2 , mientras que el denomina
dor tendrá por límite cero. En consecuencia el límite 
de nuestra expresión será infinito.

Consideremos, al través de otro ejemplo numérico, 
el caso en que los respectivos polinomios del numerador 
y denominador sean del mismo grado. Sea nuestro problema 
el de calcular

lim
k n^-f- 6 n^ - 2

n-*> oo 12 n5+ 3 n1* - 2 n3+ n - 5

Dividiendo numerador y denominador por n-5 se llegará a:
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Al crecer n indefinidamente, numerador y denominador 
tenderán respectivamente a los límites finitos U y 12 
por tanto nuestra expresión racional tendrá por limite

k _ 1
12 3

Operando de esta manera podremos resolver inde
terminaciones en expresiones racionales cualesquiera. 
Bastará tan solo llevar las mismas a la forma típica 
que se acaba de estudiar.

96 .- SUCESIONES MONOTONAS CONVERGENTES

Si se tienen dos sucesiones [an1 y {bn^ tales 

. {anl sea 111121 sucesi°n creciente, es decir:

li ) cbn^ sea una sucesión decreciente, es decir

bn > bn + 1

iii) Cada elemento de an sea inferior a todo 

elemento de bn , es decir:

ai < bj

iv) La diferencia bn - an ; entre dos términos 

correspondientes se mantenga menor que E , para todo n 
a partir de un cierto n = v en adelante, es decir si:
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Se dirá que ambas sucesiones convergen hacia un límite 
común que es el elemento de separación de las dos cla
ses.

97.- NUMERO e

Vista la anteriorzpropiedad, estudiemos las suce
siones que tienen por términos generales:

Se observa que son dos sucesiones monótonas con
vergentes ya que:

i) La primera sucesión es creciente. En efecto, 
la razón de un termino al anterior:

t • n , n
q-h — ) _ ( i-^ j ) (iL±¿f(V)n

nos da un número mayor que la unidad, de donde cada ter
mino de la sucesión es mayor que el anterior.

n 1 n /i 1 \n T n , nQn-1)(x) en el desarrollo de (1------ z- ) = 1- —z- H-------- r— "
n2 n2 21 n4

n(n-l)(n-2) # # se observa que el término general de-
3! n8

crece indefinidamente. Por ser los términos del segundo 
miembro, de signos alternados, es inmediato que si corta
mos la suma en un términQ deterfüinado ,se comete un error 
menor que el valor del termino siguiente. Por tanto se 
tendrá

(1 - ) > 1 - .
ir-
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ü) La segunda sucesión es decreciente. En efecto 
la razón de un termino al siguiente :

nos da un número mayor que la unidad, de donde resulta 
que cada término es mayor que el siguiente.

iii) Por tratarse de potencias de bage mayor .que 
la unidad hflbra de verificarse, para todo—n_j_

iv) La diferencia entre dog términosde un n¿gm¿ 
orden de ambas sucesiones se hace tan pequeña como se ¿ule 
ra. En efecto, la diferencia:

(1+ 1 )n= ( 1+i )n(l*i -1)

i n i i .n-t-1 i
(1-t ñ ) • ñ <(1+ ir ) * ñ

1 ** n
(xx) Si en el desarrollo de (14- —~----- ) ■*14- ñ

n - 1 n

n (n - 1)
2:(n2-!)2

consideramos tan solo los dos pri

meros términos, tendremos un valor aproximado por defecto, 
de donde

1
n2 - 1

n
|---

n - 1
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y este producto,en que (1 4-1 )n 1 se mantiene inferior

a U y 1 —► o , tendera a cero con n-^oo de donde, 
n 7

a partir de un n en adelante

K)I1+1-(1+ n^l <£

Nuestras dos sucesiones, queda así demostrado, convergen 
hacia un límite común: el número e , definido según

i n lim ( 1 4 i ) = e
n-*-co n

Potencias del número e

Demostraremos que:

lim (1+2L )n 
n oo n

n
= e

n
En efecto, en (1 4- .2í. ) , podemos efectuar la 

n
sustitución x — ..1 ; así se observará

n m

Como en el limite, cuando n 00 , también m->oo sera:

n r? 1 »mi
lim (I42L ) = lim
n*oo n L? 1 Lh*od
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lim 
n-^oo

c.q.d.

y de la misma forma

z X xnlim (1— ) = e
n-^oo

98.- CALCULO DEL NUMERO e

Ya hemos visto que el límite anterior existe y es 
finito; procedamos ahora a calcularlo. Para esto observe
mos la expresión

al crecer n indefinidamente, el segundo miembro resul

tará suma de infinitos términos, en donde los factores 

(1- 1 ) , ( 1 - — ) etc. tienden a la unidad. Así se n n
tendrá:

n Y 2 n
lim (1+5 ) - 1+-t--1_ + +
n*oo n 11 2! n >

dando en la anterior, a x el valor 1 se tiene: 
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e > lim (1 + 1 ) = 1 + 1 -l 1----- + _1 
-oo n 2 ! + + n<

fórmula que nos permite calcular el valor aproximado del 
número e con tantos términos como se quiera.

-iy = 0.1666...

= 0.041666 ...

~^r = O.OOO333 ...

-|y = 0.0013888 ...

e = 2.71828 18281*

99.- SERIES.

Dada una sucesión indefinida:

*1» a2, a3, 9 ^9n7
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se llamará serle a la suma de los infinitos términos de 
la misma:

al+ a2 + a3 + • • • + an + • • •

Para estudiar esta suma de infinitos sumandos, formamos 
la sucesión de las sumas parciales:

S1 = al

s2 = al “1" a2

s3 ” al a2 +• a3

sn " al + a2 + • • • + an

que constituye una sucesión indefinida, pudlendo n asu
mir cualquier valor. Si esta sucesión es convergente, es 
decir si:

lim sn — S 
n-*oo

se dirá que la serie es convergente, denotando con S la 
suma de la misma.

Si fuera lim s = oo, la serie se dirá divergente, su- 
n-*oo

perando su suma a cualquier valor fijo.

Si la sucesión sn no admite un límite, se dirá que la

serie es indeterminada u oscilante.

Consideremos, la suma de los términos de una progresión 
geométrica indefinida:

1 + q + q2 + q3+ ... + qn+...



Al estudiar las progresiones geométricas vimos que:

1 - qn = 1 qn

1 - q 1-q 1 - q

Siendo sn el término general de la sucesión de las su

mas parciales, al estudiar el límite de las mismas, se 
observan tres casos:

i) |q |<1
Se tendrá: lim 

n-^oo
qn = 0, resultando

lim s_ —---------------- = S
n-*oo 1-q

que corresponde al caso de una serie convergente.

ii) |QI> 1

Se tendrá: lim q11 = oo , resultando 
n-*oo

■ ii r 1 -
lim sn — lim “T —-------
n*oo n-> oo L !-Q 1 " .

superando por tanto el término general, a cualquier núme
ro fijo, como corresponde al caso de una serie divergente.

iü) |q | = 1

Si la razón es igual a la unidad, q = 1 , la se 
rie 1—1+1— ... -t-1— ... sera divergente.

Si la razón es igual a -1, la serie lz- 1 + 1 — 
-1 + ... será oscilante, ya que la sucesión de las 
sumas parciales presenta alternadamente los valores 1 y 
0, careciendo por tanto de límite finito.
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100.- CONDICION NECESARIA DE CONVERGENCIA.

Hemos visto que, para que una serie se diga con
vergente se debía cumplir:

lim sn = S 
n-^oo

lo que entraña

lim sn-1 = S 
n-*oo

Se tendrá así lim ( - s - ) = 0
n-^oo

y como
sn ’ sn-l = an

deberá ser
lim an — 0 

n-^oo

ésta, condición necesaria para la convergencia de una se
rie, no es suriciente. Probaremos esto último a través 
de un ejemplo: •

Consideremos la serie armónica:

1 + 1 4. 1
2 ~ 3

En la misma, el término general — , tiende a cero, ya 

que lim i = 0 .
n*oo n

Ordenando convenientemente los términos de la mis, 
ma resulta: .

1 1



se observa así que, a condición de tomar un número sufi
ciente de términos, el desarrollo anterior supera a cual
quier número fijo, por lo tanto lim s = oo , siendo, 

n—oo n
en consecuencia, la serie armónica, divergente.

101.- CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

Para determinar si una serie dada es convergente, 
es decir si lim S ==S , a fin de poder afrontar pos- 

n*oo z
teriormente el cálculo del valor iftmérlco de la suma de 
los infinitos términos de la misma, se deberá recurrir a 
algún criterio general de convergencia, de los que se in
dican los más conocidos:

i) Criterio de Cauchy. Si desde un valor de n en 
adelante se conserva n i---- , menor que un número positl

v an
vo k < 1 , la serie en cuestión será convergente. Si, 
por el contrario resultara n r~— , la serie será y >1 >
divergente•

Si ocurre que
n __ • z n
¿Tn<k <l>sera an<k sien

do los términos de la serie en cuestión, respectivamente 
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menores que los correspondientes de la serie geométrica

1 + k 4- k2 + n
• • • + k • • •

que sabemos es convergente^por ser k < 1 ; en conse
cuencia será también convergente la serie dada, c.q.d.

ii) Criterio,de D'Alembert.

Si desde un valor de n en adelante se conserva 
la razón de un término al anterior: an menor que 

un número positivo k <C 1 , la serie sera convergente.
Si por el contrario resultara an la serie

an-l 
será divergente.

Siempre se puede suponer que el término n-esimo 
en cuestión es el primero, ya que los términos preceden
tes tienen una suma finita, lo que no altera el carácter 
de la serie.

Asi, si se observa desde n = 2 en adelante

será: a2 < a1

a3 <a2

< k ,

k = S| k 

k < a^ k2 

.k a^ k^

sumando m.a.m. y agregando a ambos miembros el termino 
a^ se tendrá:
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al a2 a3
o

<a1(l+k+k+... )

Como la serie del término mayorante es convergen

te; para k <1 tiene por límite —i----- , será:
1 - k

en consecuencia, por mantenerse la suma de los n prime
ros términos de la serle en cuestión, menor que un número 

a-, . —------ queda demostrado que la misma es con
1 1 - k

vergente.

102.- NOCIONES DE CALCULO INFINITESIMAL.

103•- Ecuación de la recta que pasa por dos pun
tos. -

Hemos visto la ecuación general de la recta

y = m x -f- h (1)

Para que la (1) cumpla con la condición de pasar 
por el punto P^ de coordenadas , y-, , evidentemen

te se deberá cumplir la condición de pertenencia:

y^ = m + h (2)

formando una ecuación consecuencia de (1) y (2) se ten
drá 

y - y1 = m ( x - x^) (3)

que recibe el nombre de ecuación del haz de rectas que 
pasan por el punto de coordenadas x^ , y^ , y muestra 
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las relaciones que hay entre las coordenadas de los pun 
tos del plano pertenecientes a una de las infinitas rec
tas que pasan por el punto P. El parámetro m, de la (3) 
mide, en este caso, lo mismo que en la ecuación general 
de la recta, el coeficiente angular o pendiente de la 
recta. En este caso, m puede asumir valores arbitra
rios, lo que corresponde a elegir una cualquiera, de en
tre las infinitas rectas que cumplen con la condición de 
pasar por P .

Si para determinar una de las infinitas rectas 
que pasan por P , imponemos a (3) la condición de satis 
facer las coordenadas de un segundo punto P2 ; lo que 

geométricamente equivale a elegir de entre las infinitas 
rectas que pasan por P^ , aquella que pase también por 
P2 ; se deberá cumplir:

y2 - y1= m - x±) (M

Formando entre la (3) y la £4) una ecuación consecuencia, 
dividiendo m.a.m. se tendrás

y - __ x - xj
(5)

v?. - yi

que es la ecuación de la recta que pasa por los puntos 
P1 y P2 ’ de coordenadas respectivamente iguales as

(*!> yx)» (*2 9 y2 )• Como en i a Q^Qr ece ecuación de la rec

ta, escrita en su forma implícita, no se observan inmedia 
tamente los valores de los parámetros: coeficiente angu
lar y ordenada al origen. A fin de poder destacar los co 
rrespondientes valores de estos dos parámetros de la ecua 
ción de la recta se podrá expresar la (5) en la forma que 
nos es familiar para la ecuación de la rectas
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(6)

m

[(y2 - yx) - yi ]

coeficiente 
angular

I 
h 

ordenada 
al origen

EJEMPLO: Determinar la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos ( 2 , 5 ) , P2 ( -1 , 3 )

sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en la 
(5), se tiene:

y - 5
3-5

x - 2
-1-2

De donde resulta 
2
3y

que es la ecuación de la .recta pedida, y en d9nde se ob
servan los valores correspondientes a los parametros: 0£ 
denada al origen 11 , y coeficiente angular 2 .
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Como el coeficiente angular de la ecuación de la 
recta mide la tangente trigonométrica del ángulo que fo£ 
ma dicha recta con el sentido positivo del eje de las 
x , llamando con o< a dicho ángulo se tendrá:

- are. tag. | = 33° ^0‘

104 .- ECUACION DE LA RECTA SECANTE A UNA CURVA.

Consideremos la curva de ecuación y =f(x). Por 
dos puntos cualesquiera de la misma se puede pasar una 
recta que se denominará secante a la curva en esos dos 
puntos. Así en la gráfica

r seca a la curva de ecuación 

y P2(x2?y2).La ecuación de r 

do se conozcan las abscisas de

y = f (x) en P1(x1,y1) 

quedará determinada cuan 

pi y p2 > ya que las re-
pectivas ordenadas quedarán determinadas por los corres
pondientes valores que arroje en esos puntos la función 
y - f (x) .

El coeficiente angular de la recta secante a una 
curva en dos puntos dados de la misma mide la pendiente 
o crecimiento medio de la función en el intervalo que 
sustenta los dos puntos considerados.
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EJEMPLO. Consideremos la curva de ecuación y=^, y 
afrontemos el problema de determinar la ecuación de la 
recta que seca a la curva en dos puntos de abscisa 2 y 
3 por ejemplo. Las ordenadas correspondientes serán en 
consecuencia y 9 respectivamente. Así planteado el 
problema, la (5) nos provee la ecuación de la recta se
cante :

y - ** 
9 -

x - 2 
3-2

que llevada a la forma normal de la ecuación de la recta 
resulta:

y = 5 x -6

El coeficiente angular de la recta secante nos muestra 
que para el intervalo 2. 3, el crecimiento medio de la 
función es tal que a un incremento de una unidad en la va 
riable, le corresponde un incremento de cinco unidades a 
la función.

105 .- ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA 
EN UN PUNTO.-

Si se quisiese tener una idea de la variación de 
la función en un intervalo más pequeño, tendríamos que 
reducir la amplitud del intervalo xi > *2 que sus^en"
tan los puntos y P2 . Así, siguiendo este camino,

para tener una medida de la variación instantánea de la 
función y — f (x) en un punto dado de la misma, debere
mos considerar la posición límite del caso anterior cuan
do el segundo punto que se toma sobre la curva, tiende in 
definidamente al primero. En este caso la recta secante 
tiende a su posición límite que es la de tangente a la 
curva en el punto P^ •

Afrontemos el cálculo analítico de la ecuación de 
la recta tangente a una curva de ecuación y = f(x), en 



192

un punto P de abscisa x . Sea el punto P(x,y), en don 
de con y designamos la ordenada sobre la curva corres, 
pendiente a un punto de abscisa x , y sea un punto pro- 

ximo Q( x+ A x , y-f- ¿I y ), en donde con Ax designa 

mos un incremento arbitrario de la variable x , y con

A y el correspondiente incremento de la función, de 
acuerdo a la siguiente gráfica.

Se observa en este caso que, para que el punto 
Q tienda al punto P , deberá tender el punto x-b A x 
al punto x , para lo cual basta que x tienda a ce 
ro. La ecuación de la recta tangente a la curva por el 
punto P será entonces la de la secante aue pasa por 
P y por Q considerada en su posición límite cuando 
Q tiende indefinidamente hacia P . El coeficiente an
gular de la recta tangente estará dado,en consecuencia 

por el lim -AJL_ . Como el incremento de la función
Ax-*o A x

resulta de la diferencia entre el valor que corresponde 
a la misma en el punto x+ á x y el correspondiente 
valor en el punto x , el coeficiente angular de la rec 
ta tangente a la curva en el punto de abscisa x , esta 
rá dado por el límite de la expresión:
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f(x> üx) - f(x)-Lim ■ ,
x-*-o A X

Cuando con x no denotamos un valor particular 
de la variable, sino un valor genérico de la misma, el 
límite anterior, si existe, y cuya significación geomé
trica acabamos de observar, recibe el nombre de DERIVADA 
DE LA FUNCION y = f(x) , y lo denotaremos según anal - 
quiera de las siguientes formas:

y' - f' (x) = D f (x) = = lim AZ
Ax-o A x

106 .- CONCEPTO DE DERIVADA

Se entenderá entonces por derivada de una función 
y — f(x) al límite del cociente de dividir el incremen 

to de la función por el correspondiente incremento arbi
trario de la variable, cuando este último tiende a cero,

EJEMPLO: Consideremos la función 

y = x2

La relación incrementa!

Ay = f(x-b A x) - f(x)
Ax Ax

será en nuestro caso:
a 2 pA y = (it ¿x) - x2
A x Ax

Desarrollando el cuadrado y procediendo a efectuar las 
correspondientes simplificaciones se tendrá:
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Ay = 2 X A X 4Ax2 

ó* ¿X

Al calcular el límite de esta última expresión, se está 
frente a un caso de indeterminación del tipo 0 que sa 

0
hemos resolver, resultando:

D x2 _ lim _ 2 x
x*o fax.

, 2Esta nueva función, y’ = 2 x , derivada de la y =x , 
me dará, para cualquier valor de x , es decir para cual
quier punto de la curva representativa de la función

p z
y «■ x , la medida de la tangente trigonométrica de la 
tangente geométrica a la curva en ese punto.

CALCULO DE DERIVADAS

107 .- DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES DE UNA MIS
MA VARIABLE.

Sea por ejemplo nuestra función

f(x) = ^(x)+^(x)

por definición de derivada será

f'(x) » lim Al. = lim f(x~v Ax) - f(x) 
X-*O Ax X-*O ^X

y como
f(x-b Ax) - f(x) _ + A x) + (x+ A x) - ^(x)- Ffx)

Ax ¿x
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dx) - $x) - ^(x)

dx dx

que en el límite para x-* O resulta:

f’(x) = W (x) +^(x^

De donde se deriva la siguiente regla: La derivada de 
una suma de dos o más funciones es igual a la suma de 
las derivadas de las respectivas funciones.

108 .- DERIVADA DE UN PRODUCTO DE DOS FUNCIONES 
DE UNA VARIABLE

Sea por ejemplo nuestra función

u = (x)
y = u . v en donde

v = y <x)

dando a la variable x un incremento Ax , las funcio

nes u y v recibirán los correspondientes incrementos

A u y A v . Denotando con y el incremento corres 

pondiente de la función y , se tiene

y 4. Ay = ( U + z\u) • ( V + A V )

y 4- A y = U . V + u. A v -4- V. A u 4- Au. A V 

restando a ambos miembros el valor y se tendrá:

y = u. ¿) v + v. á u +du . 4 v
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y formando la relación Incrementa!

+ „ to_+ _4jí_ A,
Ax Ax Ax ¿x

que, en el limite para A x—► 0 me conduce a la siguien 
te 

y’ = u.v’ 4- v.u’

de la que se desprende la siguiente regla práctica: La de 
rivada de un producto de dos funciones es igual a la su
ma de los productos que se obtienen multiplicando la de
rivada de cada factor por el restante.

109.- DERIVADA DE UN COCIENTE ENTRE DOS FUNCIO
NES DE UNA VARIABLE.

Sea por ejemplo nuestra función

u = (x)
y = ----- en donde: , ,

V V = (x)

Al dar a la variable x el incremento A x , la y reci
birá el correspondientes incremento Ay al través de los 
respectivos incrementos de las variables u y v. se tie 
ne así:

v-b A v

restando a ambos miembros de la anterior el valor corres 
pendiente a la función y , para obtener así la expre
sión del incremento 4 y , se tiene:

Ay w u -b j u _ u _ u.v 4- v A u - u.v - u A v 
v 4- A v v v2 4- v ¿x v



197

simplificando, se tiene la siguiente expresión del incre 
mentó de y “

Ay = v Au - u Av
V2 -h v Av

Dividiendo por el incremento de la variable, y distribu
yendo este repecto a los dos términos del numerador se 
tiene la siguiente relación incremental:

= ¿x ax
/\ x 2 Av 4- v A v

que, en el límite cuando A x , incremento de la variable, 
tienda a cero, resulta:

, u’. v - v1. u v' —- ---------------------

de la que se desprende la siguiente regla práctica: La 
derivada de un cociente entre dos funciones de una varia 
ble es igual al denominador por la derivada del numera
dor, menos éste por la derivada del denominador, partido 
por el cuadrado del denominador.

CALCULO DE LAS DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES 
ELEMENTALES.

110 .- DERIVADA DE LA FUNCION y = xn

Incrementando la variable en A x , la función re 
cibe el correspondiente incremento A y ?

dy = ( x-t- A x )n - xn

Desarrollando la potencia del binomio, se tiene:
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n . n-1 a . n (n-1) ^2 A * ny =» x + n x Zix 4- ---- —— x Ax -f... - x

Formando la relación incrementa!, dividiendo el incremen 
to de la función por el incremento asignado a la varia
ble se tiene:

_ n-1 A n(n-l) n-2 A 2Ay n x ¿1 x + 2» x Ax + ««•= —

Distribuyendo este cociente respecto de cada uno de los 
términos del numerador de la anterior resulta:

A y 
ú x

n-1 x . n (n-1) xa-2 Ax2 
úx 2! Ax

La que luego de las correspondientes simplificacioness 
resulta:

A y „ n-1 n (n-1) n-2 A x 4- ...yr =n x + 2! x
en donde,los términos posteriores al segundo presentan el 
factor A x a potencias superiores a la unidad.

En el límite, cuando Zlx tienda a cero, todos 
los términos del segundo miembro, excepto el primero, ten 
derán a cero, y la derivada estará dada por:

y ’ = lim = n
x o

Caso Particular en que ..n

Aplicando la regla que se desprende del teorema 
anterior, se tendrá:

D x = 1
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que permite expresar la siguiente regla: la derivada de 
la función identidad es igual a la unidad.

111 .- EXPRESION DEL INCREMENTO DE LA FUNCION DE 
UNA VARIABLE INDEPENDIENTE.-

De la definición de derivada de una función 
ysf(x),

Zly 
lim —- = y1 

A x-*o A x

resulta:

-4^- -y’+'7 Zlx
en donde tiende a cero con d x —> 0 , resultando la 

siguiente expresión del incremento d y de la función:

á y = y’ dx+^/lx

112 .- DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION.

Si se tiene una función y = f(u) en donde 

u = ^(x),la y será una función de la x a través de 

la variable u .

Por la fórmula que expresa el incremento de una 
función correspondiente a un dado incremento para la va
riable, se tienejconsiderando a y como función de u :

¿y = f'(u) Au 4-/^ A u 
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válida también en el caso en que A u 0 , ya que será 

y - o . Dividiendo ambos miembros por A x para 

formar la relación incremental se tiene:

= f.(u) -Á2L.
áx dx ‘ dx

que en el límite para Ax—► 0 resulta:

y' = f'(u). (x)

resultado del que se desprende la regla para el calculo 
de la derivada de una función de función que dice: La 
derivada respecto de la variable x de una función que 
depende de ella a través de otra variable ,u , es igual 
al producto de las derivadas de cada función respecto de 
la variable de la cual depende directamente.

Ejemplo: Sea por ejemplo nuestro problema el de 
calcular la derivada de y (2 x^ - 3)2

En este caso debemos calcular la derivada de la potencia 
segunda de una función de la variable x , siendo la va
riable intermedia, el binomio que figura dentro del pa
réntesis. Al aplicar la regla para el cálculo de la der¿ 
vada de una función de función se tendrá:

y' = 2 (2 i3 - 3) . 6 x2

113 .- DERIVADA DE UN LOGARITMO

Sea nuestra función y = Ig x , en donde indica
mos con Ig al logaritmo neperiano, es decir aquel que 
tiene por base el número e .

Aplicando el proceso que nos da la definición de 
derivada, incrementamos en ¿ x la variable, obteniendo
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el correspondiente incremento de la función, dado por:

¿1 y = lg (x-V (X x) - Ig x

Elaborando la diferencia de logaritmos del segundo miem
bro y expresándola como logaritmo del correspondiente co 
cíente se obtiene:

Formando el cociente incremental resulta:

-41 = (1 + -ñf- >. Ax Ax

Multiplicando y dividiendo el segundo miembro por x , 
la anterior podrá expresarse según:

ÁZ-------- 1. . . lg (1+—)
¿1 X X Z1 X Ax

En el límite, cuando ó x —* 0 , x/Zlx -► oo , por lo que 

recordando la definición del número e , se tendrá:

y' = lim -12- — — . lg e = — 
Ax-*O 4 x x x

Cuando la base ddl sistema de logaritmos sea distinta 
del número e , por ser loga x = M . lg x , en donde
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el módulo del sistema de logaritmos en base a , M = ------)lg a
se tendrá:

D log x = —i-------
a x . Ig a

lllf.- DERIVADA DE UNA FUNCION EXPONENCIAL.

Sea nuestra función y = eX . Incrementando la 
variable en Z1 x ^obtendremos el correspondiente incre
mento de la función dado por:

Zl y x A x x e - e

Dividiendo por el incremento de la variable se tiene:
¿y x - ex X eÓX- 1
Ax ¿}x “ áx

En el límite, cuando el incremento de la variable tienda 
a cero, se tendrá:

y* — eX lim 
dx-* o

Demostraremos que el límite del segundo miembro tiende a 
1.

Por definición de número e se tiene:

lim (1 + -i- )n = e
n*oo n

Tomando logaritmos en base e resulta

lg [ lim (1+ — )n - lg e = 1
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Por ser el logaritmo de un límite igual al límite del 
logaritmo se tendrá:

lim 
n-* oo

i ilg (1+ 1 ) = 1

Llamando i - $ , y observando que cuando n oo;
n

$-*0, se podrá escribir:

llamando 
í= e'?

Ig ( 1-h í ) - , será 1 + ^ = e

- 1 y como, cuando £ -f0 , £ ->0 ,
5

se podrá

escribir:

lim
->0

será en consecuencia

c.q.d.

115.- DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES.
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116.- DERIVADA DE LA FUNCION y «sen x_ .

Al incrementar la variable en ¿1 x , la función 
recibe un incremento dado por

ú y = sen (x-t- A x) - sen x

= sen x eos Z1 x + eos x sen ó x - sen x

Dividiendo por el incremento de la variable se tiene:

A y _ eos x sen ¿1 x _ sen x ( 1 - eos Ax)
Ax ¿x A x

En el límite, cuando el incremento de la variable tiende 
a cero, la derivada de la función son x tomará la si
guiente forma:

. sen Ax 1 - eos Axy’ = eos x lim ----------- - sen x lim ---------------
Ax*O A x ¿x-*0 A x

Demostraremos que el primer límite tiende a la unidad.

La función y — seri--x. 
x 

finida para el valor x = o

te y es igual a la unidad.

evidentemente no está de-

, pero lim sen x exis- 
x-0 x

Para todo x dado en radianes se tiene como lo 
prueba la figura:



205

Dividiendo por sen x resulta

1
sen x eos X

o sea

1 sen x 
x

eos X

Por estar la variable sen *■ constantemente com- 

prendida entre la unidad y eos x , lo estara también en 
el límite cuando x0 , de donde resulta:

lim ££33 = 1
x-*0 X c.q.d.

Demostraremos que el segundo límite es cero.

Partiendo de la relación estudiada para el coseno 
de la suma de dos ángulos

2 x x- eos X * sen ± - eos —
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p 2 21 - eos x - sen2 5 - eos * -f- sen eos

se tiene
*2

1 - eos x = 2 sen £

cuando el argumento de la función tiende a cero, el se
gundo miembro tiende a cero, con una potencia superior 
a la unidad, por tanto tenderá a cero la relación

1 - eos x .
x

De estas dos demostraciones,resulta que la deri
vada de la función y = sen x está dada por:

D sen x =. eos x

117.- DERIVADA DE LA FUNCION y = eos x .

Para obtener la derivada de esta función podría
mos seguir un camino completamente semejante al desarro

llado para el caso de la función y = sen x , pero expre

sando el coseno de un arco en función del seno del comple 
mentó se tiene:

y = eos x = sen (-F-x>
Al derivar esta función, aplicando la regla dada

para la derivación de una función de función se tiene:
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y’ - *= - eos ( -5L - x)
2

que,en virtud de las relaciones existentes entre los va
lores de la función seno y coseno de arcos complementa
rios permite expresar:

D eos x = - sen x

118.- DERIVADA DE LA FÜNCION y — tag x.

Como la función tangente puede expresarse a tra
vés de la relación

sen x 
tag x = --------

eos x

para calcular la derivada de la misma podremos aplicar 
la regla dada al estudiar la derivada de un cociente en
tre dos funciones. Se tiene así

2 2, eos x eos x - (-sen x) sen x eos x + sen__
y “ 2 eos2 x

eos X

lo que permite expresar el siguiente resultado

1
D tag x •------ J

cos¿ x

119.- DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICA IN^ 
VERSAS.

Siendo y =• are sen x (D

Será x = sen y

Derivando ésta respecto de y se tiene
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d x 
¿y

eos y

Expresando el coseno en términos del seno se tiene

d x = 11 - sen2 y 
d y V

en donde, sustituyendo 
ta

_ 2
sen y,por x según la (2) resul-

-Fd x 
d y

Invirtiendo, a fin de tener É_X resulta 
y *

Daré. sen x =

Si se tiene: y = are eos x (3) 

será x =cos y • (M

Derivando respecto de y resulta

= - sen y . 
d y
Expresando en ésta el sen y , en término del eos 

se tendrá: ,------------------
d X ■ = — J 1 - eos2 y
d y *

la que a su vez, por la (M puede expresarse según
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■j—— = - \/ 1 -
d y V

Invirtiendo, a fin de tener ■ d % resultará 
d x

D are. eos x =— - —
/1 - *2

Si se tiene y = are tag x (5)

será x = tag y . (6)

Derivando ambos miembros respecto de y se tendrá

d x_ = ---- 1—
d y eos2 y

Recordando en este momento la expresión del coseno de un 
ángulo en términos de la tangente del mismo

eos y — — -----
/ 1 -b tag2 y

vista al estudiar nuestro capítulo sobre trigonometría, 
se tendrá

d X- = 1 + tg y
d y

que por la (6) puede expresarse:

d y
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Invirtiendo, a fin de tener É-Z ? resultará; 
d x

D are. tag

120.- TABLA. DE DERIVADAS.
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d_x 
d y

2x

Invirtiendo, a fin de tener — X resultará d x

D are. eos x =—■ —
/ 1 - X2

Si se tiene y = are tag x (5)

será x = tag y . (6)

Derivando ambos miembros respecto de y se tendrá

d x
d y eos2

Recordando en este momento la expresión del coseno de un 
ángulo en términos de la tangente del mismo

eos y — ------ --------------
Z 1 + tag2 y

vista al estudiar nuestro capítulo sobre trigonometría, 
se tendrá

d * - = 1 + tg2 y
d y

que por la (6) puede expresarse:
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Invirtiendo, a fin de tener Z ¿ resultara, 
d x

D are. tag x = ---- “1+ X2

120.- TABLA, DE DERIVADAS.

£|
f-



211

y — eos u

y = tag ü

y = cotg u

y ■> cosec u

y — cosec u

yf «* - sen u • Du

y ’ = -------------- • Du
eos2 u

y» =» sec u. tag u . Du

y’ * cosec u . ctag u .Du

y’ = - cosec u. ctag u , Du

y = are sen u

y = are eos u

y —• are tag u

y «=■ are cotag u

y = are sec u

y = are cosec u
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121.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

Una función y = f (x) se dice continua en uh in
tervalo a,b cuando al variar la x en a,b, la corres
pondiente y describe una línea ininterrumpida. Así por 
ejemplo la función y = x2 es continua para todo x , 

mientras que la función y _ —1----- es continua para
x + 1 

todo x distinto del valor -1 .

Se observa en este caso que al tender la variable 
x al valor -1 , la función se hace infinita, pasando 

bruscamente de un valor a otro. En este punto se dice 
que la función es discontinua.

Se pueden considerar dos tipos de discontinuidad 
i) discontinuidad infinita, como en el ejemplo dado para 
el punto x — -1 ; il)'discontinuidad finita como la que 
muestra el siguiente gráfico:

Mientraszla variable x se mueve desde A hasta B , 
la función describe el arco PQ ; al moverse x en el 
intervalo B C , la y describe el arco RS . Como se 
ve para x — B , la función es discontinua ya que pasa 
bruscamente del valor Q al valor R.
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Cuando x tiende a B por la izquierda , y tiende a Q; 
mientras que cuando x tiende a B por la derecha, y' 
tiende a zR . Este tipo de discontinuidad finita es el 
menos común, siendo el más frecuente el que corresponde 
al caso en que la función pasa por un valor infinito.

122.- TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS,

Consideremos una función y f(x) , continua y 
con derivada continua en todo punto de un intervalo a , 
b . El teorema de los incrementos finitos nos dice que 

en esas condiciones existe al menos un punto c , inte
rior al intervalo a , b en donde sea

f(b) - f(a) = (b - a) f(c)

Observemos los elementos que componen el siguien
te gráfico:

en donde, como se observa, s denota una recta que seca 
a la curva*de ecuación y = f(x) en los puntos A y B , 
y t indica una recta tangente a la curva en el punto C. 
Como las coordenadas de A y B son respectivamente
x — a , y =f(a) ; x =b , y = f(b), la recta s

tendrá por coeficiente angular
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f(b) - f(a) 
b - a

Es evidente que en algún punto interior al intervalo a , 
b , la tangente a la curva es paralela a la secante yj 

como el coeficiente angular de dicha tangente está medi
do por el valor de la derivada de la función en dicho pu& 
to, se tendrá, siendo a < c <b :

«£>—£«-= r.<0>
b - a

de donde resulta

f(b) - f(a) = (b - a) f» (c)

c.q.d.

Expresando este resultado en términos de un punto
de abscisa x / de un punto próximo de abscisa x + h , 
se tiene:

f(xt h) - f(r = h f’(x -f-flh) ; 0 < 0 <1 

123.- TEOREMA DE ROLLE.

Consideremos una función y - f(x) , uniforme, con 
tínua y con derivada única para todo punto de un cierto 
intervalo. El teorema de Rolle nos dice:. Si a y b 
son dos raíces consecutivas de la ecuación f(x) - 0, exis 
tirá al menos un punto c interior al intervalo a , b 
tal que f * (c) = 0 .

En efecto, aplicando el teorema de los incremen
tos finitos se tiene, siendo f(a) = 0 , f(b) = 0 , que 
f' (c) = 0 . c.q.d.
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12*+.- FORMULA DE TAYLOR.

Consideremos una función y f(x) , uniforme y 
continua en todo punto de un cierto intervalo que com
prende los puntós a y b , y admitiendo derivada has
ta un cierto orden n inclusive.

La fórmula de Taylor nos dice en tales condicio
nes

f(b)-f(a) + f'(a)+ VP-*)2 f"(a)+ ...+ f(n)(c)
1 n!

en donde a < c <b .

Para demostrar esta fórmula partimos de la siguien 
te igualdad:

2
f(t)-f(a) + f'(a)> (b~f) f"(a)+ a

en donde A queda definida por la misma.

Para obtener una expresión del valor de A consi
deremos la función auxiliar

2 n
^(x)- -f(b)+f(x)f f'(x)+^p. f"(x)+ A

Por los supuestos efectuados más arriba, esta fun
ción es continua en el intervalo a b , y admite deri
vada en cada punto de dicho intervalo. Aplicando a la fun 
ción anterior el teorema de Rolle, y observando que para:
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x — a 9
x - b

^(a) - O

(fW) - 0

la derivada de la misma r(x) se anulara para un cier 
to valor c 9 interior al intervalo a,b . Existirá asi 
un a < c < b tal que: ^’(c) =• 0

Calculemos la derivada de la función (x) ;

(n-2)! (n-1)!

(b-x)n~X 
(n-1)!

de donde resulta
/¡p’ (x) =x — f(n) (x) - A

(n) 1 
f (x)

1 (n-1)!

Como el teorema de Rolle nos dice que la anterior se anu
la para x =» c , se tendrá así el valor de A dado por

A
x = c
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Sustituyendo este valor de A , en la igualdad inicial, 
queda demostrada la fórmula de Taylor.

Si en la expresión de la Fórmula de Taylor consi
deramos a = 0 , y b =« h , se tendrá:

f(h) = f(0) +h'(0)+ f"(0) + ^ f"' (0) + ... f(n)(0h)
n!

(siendo 0 < & <1 ), fórmula que se conoce bajo el nom
bre de fórmula de Mac Laurin y que nos permite expresar 
el valor que toma la función y=.f(x) en un punto cual
quiera del campo donde está definida, conociendo el valor 
de la función y de sus sucesivas derivadas en el origen.

12?.- DESARROLLO EN SERIE DE UNA FUNCION.

Veamos algunas aplicaciones de la fórmula de Mac 
Laurin que permiten desarrollar en serie de potencias una 
función dada.

Consideremos la función y =-sen x • El valor de, 
la función y de las sucesivas derivadas en el origen está 
dado por

f (x) — sen x f(0) = sen 0=0

f ’ (x) = cos x ff(0)= cos 0 =1
fu (x)=-sen x fw(0)=-sen 0 =0

f‘“ (x)= - cos x f" (0)= -cos 0 •=-!

Se tendrá, sustituyendo estos valores en la fórmu
la de Mac Laurin, el siguiente desarrollo en serle de la 
función sen x .

sen x = x - Jj- + +



218

Consideremos el desarrollo de la función y — (1 -V x)

f (x) “ (1 -b x)“ f í°) “ 1
f•(x)- m (1 x)®"1 f 1 ~
r«(x)-m (m - 1)(1 -*-x)m'2 f(o) - m.(m-l)

f'” (x)= m (m-l)(m-2)(14-x)ffl"3 f” (0)-m. (n-1). (m-2)

Se tendrá, sustituyendo estos valores en la formu 
la de Mac Laurin, el siguiente desarrollo en serie de la 
función (i — x)m

(1 + x)”- 1+ f x% m(m-l)(m-21 ¿

- 1 + ( ? ) x+( | ) x2+( 5) x3 + ...

Formula que ya conocíamos cuando calculamos el desa 
rrollo de la potencia entera de un binomio.

Consideremos el desarrollo de la función y-Ig(lfx)

La función y sus sucesivas derivadas presenta en el 
origen los siguientes valores:

f(x) - Ig (1 + X) f(0) - 0
f(x)- (1 -*■ X) -1 f(0) - 1

f"(x) = (-1) (1 + x) ¿ f"(0) --1
f” (X)= (-1) (-2) (14-x)-3 f"(0)= 2!

fiv(x)» (-1) (-2) (-3) (1+x)’1* fiv(0)- -3!

SI 
u
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Resultará en consecuencia:

lg (1 + x) - -j- - ¿ 4- ¿ 

que se conoce bajo el nombre de serie logarítmica.

126.- MAXIMOS Y MINIMOS.

127.- gETERHIKACIOB gfi Ug COflPXCI
Y SUFICIENTE PARA LA EXISTENCIA DE MAXIMOS Y MINIMOS BN

FUNCIONES DE UNA VARIABLE INDEP133E

La definición dada para la existencia de máximo o 
mínimo de una función,en un puntóles la siguiente:

a) Máximo: Se dice que una función continua y —f(x) 
paja por un máximo en un punto cuando el valor de la fun
ción en ese punto es superiorza los valores que toma la 
función en cualquier punto próximo.

Si con x denotamos el punto dezmáximo se ten
drá f(x)> f (x -t- h) , para h infinitésimo, positivo 
o negativo.

b) Mínimo: Se dice que una función continua y-f(x) 
pasa por un mínimo en un punto cuando el valor de la fun
ción en ese punto es inferior al valor que toma la función 
en todo punto de su entorno.

Así, se deberá cumplir f(x) < f(xh), siendo h 
infinitésimo, positivo o negativo.

En cada uno de estos dos casos observamos que la 
existencia de un máximo o de un mínimo está supeditada a 
diferencia f (x) - f (x -t- h) . no cambia de signo cualquig. 
ra sea el valor de h , positivo o negativo.
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Recordando el desarrollo en serie de una función me 
diante la fórmula de Taylor 

f(x+h).f(x)4f (x) + ^f"(x)+^ f'” (x)+...

se observa una expresión de la diferencia en cuestión, con 
el signo cambiado, en: 

f(x+h) -f (x) = h f' (x)-t-f"(x)+^ f"’ (x) + . . .

Como en el segundo miembro de la anterior figuran las su
cesivas potencias de h > infinitésimo, el signo de todo 
al segundo miembro estara determinado por el signo del in 
finitísimo de menor orden, o sea el signo del termino en 
h . Para que el segundo miembro no cambie de signo al to 

mar h valores positivos o negativos sera necesario, que 
el primer término se anule, es decir f’(x) « 0 • Visto 
ésto, para que la diferenciare* definida positiva, como 
corresponde a un mínimo, sera suficiente con que f”(x)> 0 
y para que la diferencia sea definida negativa, como co
rresponde a un máximo, será suficiente con que f”(x) < 0.

EJEMPLO:

Determinar los valores de la variable en que la 
función y = sen x pasa por un máximo o por un mínimo.

La condición necesaria para la existencia de un ex
tremo, es decir de un máximo o de un mínimo, f'(x)=-0 , 
nos permite determinar los valores de x que cumplen tal 
condición

D sen x = eos x

de donde resulta:
TÍ + 2 K íí , siendo k entero, po 

sitivo o negativo.

a fin de determinar los correspondientes puntos de máxima 
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y mínima, calculamos la segunda derivada y la valorizamos 
en los puntos hallados. Se tendrá así:

- sen
TÍ-t-2 kíY .Z*1 para valores de k impa

res

para valores de k pares

en consecuencia se tendrá que la función y —sen x pa

sará por un máximo toda vez que x — siendo

k par; y pasará por un mínimo toda vez que sea

Tf + 2 k í/ siendo k impar.
2

128 .- MAXIMOS Y MINIMOS EN FUNCIONES DE DOS VARIA

BLES.
129 .- consideraciones INTUITIVAS acerca de US SE

DICIONES NECESARIAS PARA QUE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

INDEPENDIENTES PASE POR UN MAXIMO 0 POR UN MINIMO.

Sea z - f (x,y) una función de dos variables inde
pendientes x , e y . En caso de tratarse de una.función 

continua, la representación geométrica de la misma sera 

una superficie en el espacio tridimensional, x , y , z .
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*

lores 
o por

Interesará también en este caso determinar los va
de x e y en donde la función pasa por un máximo 
un mínimo.

Si por el punto en donde la función pasa por un ma 
hacemos pasar un plano orientado paralelo al plano 
y, el mismo secara a la superficie según una curva 

cuya ecuación será z = f(x,y) , siendo x constan

simo, 
z, o, 
C1 ’
te e igual a H , distancia del plano orientado al plano 
de referencia. Si por el punto de máxima hacemos pasar 
otro plano orientado paralelo al plano de referencia z,o,x 
el mismo secará a la superficie según otra curva c2 , cu

ya ecuación será z = f(x,y) siendo y constante e igual 
a k , distancia del plano orientado al plano de referen
cia.*

Intuitivamente se observa quezen aquel punto en que 
la función z = f(x,y) pase por un máximo, las dos curvas 

C1 y c2 ’ Pasaran respectivamente por un máximo.

Será necesario entonces que se verifiquen las si
guientes condiciones:
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Dy f(x,y) = O D f(x,y) = O

Estas derivadas de la función z = f(x,y) , en don
de respectivamente se considera x e y como constantes, 
reciben el nombre de derivadas parciales de la función 

z - f(x,y), respecto de la variable y, y de la variable 
x . La notación empleada para indicar la derivada parcial 

de una función de dos variables respecto a una de ellas, 
permitirá expresar las condiciones necesarias para la exis 
tencia de máximo según

a. =. 0 í? A. =0
O x jy

» z 
El sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas 

provisto por estas dos condiciones permitirá determinar 
los valores de x e y correspondientes al extremo.

Para determinar si el punto en donde se anulan las 
derivadas parciales primeras es efectivamente un punto de 
máxima o de mínima, y además distinguir el tipo de extre
mo. se deberá apelar a las derivadas segundas de la fun
ción, pero omitiremos esta discusión sustituyendo, en ca
da caso, la misma por una interpretación del problema en 
cuestión.

EJEMPLO

Determinar el punto en que la siguiente función de 
dos variables pasa por un mínimo:

o 9 
z = x -v- y -2x-1+y-t-6

Las condiciones necesarias para la existencia de 
un extremo serán:

í-Z- - 2 x - 2=0
Ox

Como la solución'del sistema así formado es x =»1, 
y = 2, resulta por lo expuesto anteriormente que en el 
punto P(l,2), la función z pasa por un extremo, que la
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observación de la gráfica correspondiente a la superficie 
se indica como un mínimo.

130.- AJUSTAMIENTO POR MINIMOS CUADRADOS

Supongamos tener un conjunto de datos experimenta
les correspondientes a una serie de observaciones sobre 
las variables x e y,ligadas en un cierto fenómeno.

Así dispuesto el problema, ante un conjunto de da
tos xi , yi ; (i = l,n), se buscará encontrar una cierta 

función de ajustamiento que interprete dicha relación expe 
rimental.

En la determinación de la función y — f(x) que 
ajuste a los datos experimentales, el problema presenta 
los características:

1 .- Elección de la forma de la función de ajusta
miento.

2 .- Determinación de los parámetros de la misma a 
fin de que satisfaga ciertas condiciones.

El primer problema tiene una solución arbitraria, 
ligada a la disposición de los puntos correspondientes a 
los pares de valores observados, que nos inspirarán para 
adoptar de entre las infinitas funciones, una recta, un 
polinomio de segundo grado, de tercer grado, etc., una 
función exponencial, una logarítmica, etc. En el caso de 
decidirnos por un polinomio como función de ajustamiento, 
el grado del mismo podrá determinarse según uno de los dos 
procedimientos siguientes:

1 .- Trazar a mano levantada la gráfica correspon
diente azla función de ajustamiento y determinar luego el 
número máximo de veces que una recta corta a dicha curva. 
Este número indica el grado del polinomio de ajustamiento 
más conveniente.

2 .- Si los valores de x. están equiespaciados,se de 
terminará el orden de las diferencias finitas /\(n)

z yi
que resulten más o menos constantes, y se adoptará dicho 
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orden: n ,como grado del polinomio de ajustamiento.

131.- DETERMINACION DE LOS PARAMETROS DE LA LINEA 
DE AJUSTAMIENTO.

Esta línea puede referirse a la interpretación de 
un cierto fenómeno estático (correlación) o dinámico (ten 
dencia de una serie) y presenta en ambos casos,problemas 
distintos. En el segundointerpreta la evolución de una 
serie para un determinado período, y permite obtener vals, 
res de pronóstico. No se puede dejar de mencionar en este 
caso la influencia de los valores extremos que modifica
ran eventualmente la ecuación de la línea de ajustamiento 
por presentarse «m nueva j distinta tendencia. La selec
ción de los valores a ajus .r merece por tanto, un cuidado 
so estudio, ya que de los smos dependerá la ecuación de 
la línea de tendencia.

Para ambos fenómenos, estáticos o dinámicos, el 
cálculo de los parámetros de la línea de ajustamiento es 
completamente similar, y en la mayor parte de las aplica
ciones se seguirá el método de los mínipiQp cuadradas,.

Se pide en este método que los parámetros de la 11. 
nea de ajustamiento sean tales que hagan un mínimo la su
ma de los cuadrados de los desvíos entre los valores expe
rimentales y los teóricos.

Como los valores experimentales y.^ , y2? . 

son los datos del problema, y los valores teóricos yj, y*, 

.y’ están dados por los respectivos valores de la 
• ’ "'n 7
función de ajustamiento en x^ , ’ * ’ * ’ ^n ’ se °^se—

va que los desvíos producidos entre los mismos dependen 

exclusivamente de la ecuación (o sea de ±os parametros) 
de la linea de ajustamiento.

Así, si consideramos como función de ajustamiento 
correspondiente a un determinado fenómeno,un polinomio 
primer grado cuya ecuación general sera y = a + D x , xa
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condición de los mínimos cuadrados nos conduce a la deter
minación de los puntos de mínima de la siguiente función:

2 
y± - a - b xj

Por depender los valores de, z, de a y de b , la solu
ción de este problema estará dada por las condiciones nece 
sarias para la existencia de mínimo en una función de dos" 
variables:

g = 0 = oOa b

que resulta en nuestro caso:

=2 K -a -b xi ] (-x) = °

-4b"= 2 EZ [yi - a - b xi ] <-*i) = 0

y permite formar el sistema:

n a - b £ X± = £ y±

2 __
aLxi- b £Xi = 52 xi

Este podrá ser resuelto aplicando la regla de Cramer o cual 
quier otro procedimiento de solución de un sistema de ecua
ciones lineales. .

En el caso de referirse nuestro problema a una serie 
económica, como la variable, x , correspondiente a períodos 
de tiempo presentará en general un equiespaciamiento, con
vendrá adoptar una escala de cálculo convenientemente cen
trada a fin de que = q 5 con lo que se simplifica

el sistema.
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132.- AJUSTAMIENTO DE FUNCIONES EN QUE LOS PARAME
TROS NO FIGUREN LINEALMENTE.

Si en la elección de la función de ajustamiento nos 
decidiéramos por una función exponencial, cuya forma más 
general es

y » a . ebx

y tratáramos de afrontar directamente el cálculo de los pa
rámetros que.aparecen en la misma, imponiendo como hiciéra
mos anteriormente la condición de los mínimos cuadrados, se 
tendría:

Z - EZ [ y i - a • ebxij

que nos muestra las dificultades que se presentan cuando se 
enfrenta uno con este tipo de problemas en que los paráme
tros no figuran linealmente.

A fin de resolver este problema convendrá transfor
mar la función escogida llevándola a una forma en que los 
parámetros figuren linealmente, ajustando entonces la fun 
ción transformada.

Logaritmando ambos miembros de la función exponen
cial se tiene:

log y — log a x . b log e

Esta función así transformada presenta linealmente 
los parámetros

A log a B = b . log e»
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El problema se reduce así a ajustar los valores

, Yi =» lo2 y i 5 (i = i»11 )

mediante la función

Y = A -f- B x

lo que nos conduce como ya viéramos al sistema

n A — B x± =■ Y^

AZZxi-BZxt = 5~ xiYi
que una vez resuelto nos proveerá los valores de A y B , 
los que permiten expresar

a = antilog A

b = B -r log e

que son los parámetros de nuestra función de ajustamiento.

133.- INTERPOLACION

Dado un conjunto de pares de valores x. , y. ;
i = 1 , n interesará conocer la función 1 1

y f(xka la 
cual corresponden los pares de valores observados. Inter
polar un conjunto de puntos significará encontrar una fun 
ción que cumpla f(xi ) = y^ , es decir tal que la gráfi

ca representativa de la misma pase por los puntos dados.

Este problema así planteado, está indeterminado, ya 
que existen infinitas funciones que satisfagan tales condi 
clones. Para obviar esta indeterminación, y por ser los po 
linomios una de las funciones más simples qu^ conocemos, 
siempre que hablemos de interpolar una función a un conjun 
to de pares de valores nos referiremos al polinomio que 
cumpla la condición = y± j i = l,n . Si tuvie- 
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ramos dos puntos a interpolar, el polinomio de interpola
ción será de primer grado, ya que en el mismo figuran dos 
parámetros a determinar; si se quisiera interpolar tres 
puntos, se eligirá un polinomio de segundo grado; y en ge 
neral, si se tienen n -h 1 puntos, el correspondiente po
linomio de interpolación deberá ser de grado n .

Como la determinación de un polinomio de interpola
ción correspondiente a n-fr-1 pares de valores experimen 
tales, implica la solución de un sistema de n +- 1 ecua
ciones con n -t- 1 incógnitas, con las subsiguientes difi
cultades, presentaremos dos métodos, denominados de Newton 
y Lagrange respectivamente, que nos permitirán obtener 
más fácilmente dicho polinomio.

13U.- METODO DE INTERPOLACION DE NEWTON

aplica cuando las observaciones corresponden a 
valores equidistantes de la variable x , es decir existe
el equispaciamiento:

*1 - xo- X2 - - x3 " X2 ’

Este método se basa en las propiedades de las dife
rencias finitas. Un conjunto de pares de valores , yí

xo

X1

x2

X3

conduce al siguiente cuadro de diferencias finitas.

y A y A0? ¿®y

y0

yi

ay0= yi-yo

Ayi= y2-yi

O
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Si se quisiera tener una expresión de las sucesivas 
diferencias en función de los valores iniciales, se ten
dría:

o 1 o

A y0 = - Ay0 =(y2--yx) -(y^) - y2 - 2 y1+ yQ

(3) (2) (2)
A yo= A ?!- A y o - (y3- ~ ^2~2yi+

“ y3 - 3 y2 * 3 y-L - y
(M
& y0 = (yif - 3 y3 *3^-^)-(y3-3^»3 yf yo)

= yu - “+ y3 * 6 y2 - U yx ♦ yo
y en general:

(n)
A yo=yn- <?> yn-l + < 2 ) yn_2-( ? )yn_3+...+(-i)nyo

z Expresando ahora los sucesivos valores de y en fun 
clon del anterior y de las diferencias observadas se tiene”

yi = yo+ A yo

(2)y2 = yx + A yi , y como y2- ¿ y0 + A yo , se tie

ne: A A (2) (2)= yo + A y0 +■ /\ y0+ A y0 = yo + 2 A y0 + A yo

(2)
y3- y2+- Ay2 , y como y2=áy1+ A- yx

siendo Á2) (2) (3)
A yx= A yo + A yo;resulta:
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A A a(2) (2) <3)
ZJ y2 - A y0 + A y o + A y0 -t- A y0

o a í2) a (a2) 12) <3)
- y0+ 2 Ayo+ A y0+-Ay0+A y0 +■ A y0 + A y0

A a(2) <3)
y3 = y o ■+• 3 A yQ + 3 A yo 4- A y0

y así, por inducción:

yn= yo + < i ) Ay0 + ( § ) A(2)y0 +• ...<•(?)Án) y0

Observando que: x~ = x 4- n h no

resulta: n s ; n-1 — ÍELÍ1 5 n-2 ínJll
h h h

sustituyendo estos valores en la expresión anterior se tie 
ne:

yn = y0 +
A yO (Xn- x0)(xn- Xj) 

n 2 ’
a(2>A-Xa 

n2

(xn- xo) (xn-xl) /\M y0

n ! hn

Observamos que la anterior se cumple para todo n en
tero entre 0 y n ; en efecto:

n - 0 ; yo = yo _|_ o

(x-, - x )
n = 1 ; yT = y0 -|- ------ - ------ A y0 +- 0
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= y0 -t- i (yx - yo )

= . 

. w x <2)x2 " XO A (x?-xn)(x9-x-| ) A y
y2 = V yo* -—S"’ '

h ¿ •

- y0+ Hr (yi’ y°)+Irí (óy1+óy0 )

- y0-f- 2 yx - 2 y0 + (y2- yT) - (yx- yo)

= y2

queda así comprobado que la función

(2)
y = y +. (X ."..?s2 A yo (x - x0)(x - x-,) A

° 1! 1! 21 h2

. . ,+ <x - xo)(x - X1)...(x - Xn 1) ¿(n) y0

n • hn

a la que se conoce bajo el nombre de fórmula de interpola
ción de Newton, interpola efectivamente los pares de valo
res observados. Observemos cómo la misma provee un adecua
do valor para la y correspondiente a un arbitrario valor 
de x .

EJEMPLO:

Dada la siguiente tabla de valores, interpolar el 
valor de y correspondiente a x = 3 • Disponemos prime
ramente el cálculo de las diferencias finitas.
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X y 4y a(2) A. y a(3) ¿X y A y

0 i 3 -2 -7
2 k 1 2 -3
1+ 5 3 -i
6 8 2

8 10

Sustituyendo estos valores en la fórmula de Newton 
se tiene el polinomio de interpolación correspondiente a 
nuestro ejemplo:

. . i , (x-0)(x-2)
y i- 2 + 2«------- (x-0)(x-2)(x-4) k

*+ 3! 8

(x-O)(x-2)(x-M(x-6) (-7)
16

Valorizando este polinomio para x — 3 , se tendrá 
el valor de interpolación pedido, resultando:

y=i+ | + í3.-°)Ü-2) (;2) + (3-Q)(3-2)(3-M Jt +
i. ¿ 2! 3» 3

(3 -0)(3-2)(3-U)(3-6)
16h-I

y - 1 -f- - - 3.
2

21
128 - ^.33- 1

Como el método de interpolación de Newton requiere que los

fe»



valores observados de la variable y , correspondan a Ínter 
valos equiespaciados de la variable x ? este método de in 
terpolación encuentra su mayor aplicación en la determina
ción de valores intermedios de funciones tabuladas, para 
las que efectivamente se cumple la condición de equiespacia 
miento.

Si se quisiera interpolar un conjunto de datos expe
rimentales, para los cuales generalmente es muy difícil lo
grar la condición de equiespaciamiento, este método dejara 
de ser aplicable. A fin de disponer de un instrumento de 
interpolación adecuado para tales casos presentamos el si 
guiente:

135 .- METODO DE INTERPOLACION DE LAGRANGE.

Si se tiene un conjunto de valores observados, co
rrespondientes a pares de valores x^ , y^ ; i = 0,n , 

se dirá que Pn(x) es 1111 polinomio Que interpola los ante

riores valores si: Pn(xo) = yo , Pn(*i) = y1 , ... ,

^n (*n) = ^n •

Escribamos este polinomio de interpolación Pn (x) 

como combinación lineal de n -+■ 1 polinomios de grado n , 
escritos éstos en su forma factorial.
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(X - x ) (x - X, ) ... (X - X J v _L n-1

y determinemos las constantes ’ etc’> imponien

do las condiciones antes mencionadas.

Observando que Pn(x) resulta para x»xq igual a:

Pn<xo) = A0(V xl)(xo- x2) * • ’ (xo" xn)

se determina el valor de 3 haciendo 3 (x -xn ) (xO ' *• o o 1 (

(xo’xn) = yo

de donde: y0
o

y paralelamente:

2

n

I" o

?n

n-1

estos valores de en la expresión de

Pn(x) se tendrá:

Puestos
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(x - xpfx - x2) ... (x - xn) 

(x0- x1)(xo- x2) ... (x0- xn)

(x - x0)(x - X2) ... (x - xn)

(xj^- Xo)(x1“ X2) ... (Xj- Xn)

(x - x0)(x - x^) ... (x — xn-1)

(Xn - xQ)(xn- xT) ... (xn- x^D

como expresión del polinomio de interpolación llamado de 
Lagrange.

El inconveniente de esta fórmula es que no da el 
polinomio ordenado según las potencias decrecientes de la 
variable, y además tiene la particularidad de hacer comple 
tamente inútil todo el trabajo si se decidiera aumentar la 
aproximación lograda con los n 1 valores y formar un 
nuevo polinomio de grado superior.

Como ■ventaja presenta, respecto al método de dife
rencias finitas, la particularidad de no requerir el equie 
paciamiento de los valores de xi , lo que lo hace ideal 

para interpolar datos provenientes de observaciones experi 
mentales en que no se ha podido lograr el equiespaciamien- 
to de los valores de una de las variables, y en particu
lar para interpolar valores no provistos en una dada serie 
de tiempo.

EJEMPLO:

Consideremos el problema de interpolar, para el si
guiente conjunto de pares de valores, el valor de la varia 
ble y? correspondiente a un x =» 3
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El polinomio de interpolación de Lagrange resulta, 
para los pares de valores observados:

P (x) - 3 (* ~ 2)(* ~ 4)(x ~ +1 - l-X* - M(x - 5)
3 (1 - 2)(1 - k)(i -5) (2 - i)(2 - M(2-5)

(x - l)(x - 2)(x - 5) 
(U - 1)(4 - 2)(if - 5)

Valorizando el mismo para

(x - l)(x - 2)(x - M t 
(5 - 1)(5 - 2)(5 - M

x = 3 se tiene:

, , _3 (3 - 2)(3 - M(3 - 5) i (3 - i)(3 - U) (3 - 5) 
3U;m (1- 2)(U- - 2) (4- - 5) (2 - 1)(2 - k)(2 - 5)

+ 2(3 - 1)(3 - 2)(3 - 5 + 6(3 - 1) (3 - 2)(3 - M
(U - l)(k - 2)(i+ - 5) (5 - 1)(5 - 2) (5 -

P3(3)= +
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NOCIONES DE CALCULO INTEGRAL.

136 .- CONCEPTO DE INTEGRAL.

Supongamos que se quiera calcular el area compren
dida entre la curva de ecuación y = f(x) , el eje de las 
x y y dos puntos de abscisa a y b .

x=l(x)

A

Denotaremos a la medida del area correspondiente a 
la superficie según:

f(x) dx

que se lee integral de la función f(x) entre a y b .

los valores extremos de la variable: a y b , se denomi
nan respectivamente extremos inferior y superior de inte
gración. La función y = f(x) recibe el nombre de integran 
do o función a integrar, mientras que el número A , medi
da del area, se denomina integral.

Observamos que cuando el extremo superior de inte
gración, en lugar de permanecer fijo como en el caso ante
rior, es variable, el area bajo la curva es función del va 
lor de dicho extremo superior.
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7L 
f(x)« \ f(x) dx

a

137 .- PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES.

b
f(x) dx =

a

c b.
f(x) dx + í f(x) dx

a c 

que justifica descomponer el 
b , en dos subintervalos: a 
te equivale a descomponer el 
valo a , b en suma de las 
dos subintervalos.

intervalo de integración a , 
, c , y c , d . Geométricamen 
area correspondiente al Ínter 
areas correspondientes a los

2.- f(x) d x f(x) dx

que nos muestra cómo, al permutar los extremos de integra
ción, la integral conserva su valor, pero cambia de signo.
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D b

j k f(x) dx k \ f(x) dx 
a aJ

que muestra como una constante k puede ser sacada fuera 
del símbolo de integral ' 

tfppat 138PRIMITIVA DE QNA FUNCION Y RELACION CON LA IN-

Afrontemos el problema de determinar la relación 
existente entre el integrando f(x) y la integral F(x).

Demostraremos que DF^x) = f(x). Para ello calculare 
mos la derivada de la función F(x) , siguiendo el proceso 
de incrementar la variable, hallar el correspondiente incre 
mentó de la función, formar la relación incremental y ha- ~~ 
llar el limite de la misma cuando el incremento de la varia 
ble tiende a cero. “

Así se tiene:
x + Ax

F(x + áx)- f(x) dx
a

Descomponiendo esta integral en suma de dos integra 

x x+ A x

F(x-h A x) = j f(x) dx 4- f(x) dx 

a x

se tendrá,como expresión del incremento de la función:

Af(x) — F(x-b A x) - F(x)

X **Ax X
- J f(x) dx 4- J f(x) dx - \ f(x) dx

a x a
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& F(x) - \ f(x) dx

Observemos que el area medida por la ultima inte
gral, expresión del incremento de la función, está compren 
dida entre el area del rectángulo ABC’C y la del ABDD’” 
cumpliéndose por lo tanto la relación

x-hftx
área del ABCTC C f(x) dx < area del ABDD'

x

y como el area de los respectivos rectángulos está dada 
por el producto de la base por la correspondiente altura, 
se tiene:

x + ¿\x
Ax . f(x) < j f(x) dx Ax . f(x+ Ax)

X

Dividiendo por A x incremento de la variable, se tiene:

x+óx
j x(x) dx

> x
f(x) -----------------------

A X
4 f(x + Ax)
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Hallando el límite de esta relación incremental cuando

x 0 , resulta:
x+ A x
f f(x) dx

f(x) 'Sxío ---< Alim Hx + Ax)
dx-*o ¿lx-*0 A Ax“^°

x-h A x
x .. J f(x) dx .

Sx-0 -- --------------- < f(x)
á»

de donde: x-nlx
\ f(x) dx

lim ------ ---------------- = f(x)
áx-0 ftx

Como el límite anterior es 
vada de la función F(x) resulta:

la expresión de la deri-

D F(x) = f(x) c.q.d.

Esta función F(x) recibe el nombre de integral o 
primitiva de la función f(x). En virtud de la propiedad 
que se acaba de demostrar, se tiene que una función f(x) 
admite una familia de infinitas funciones primitivas, que 
difieren entre si en el valor de una constante.

En efecto, si:

D F(x) = f(x)
será

D [ F(x) •+■ C ] - f(x)
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'por ser cero el valor de la derivada de la constante C
Resulta por lo tanto correcto escribir

f(x) dx — F(x) -V C

a

Determinemos el valor de la constante de integra
ción C , que corresponde en cada caso.

Por una de las propiedades de la integral definida 
observamos:

0 — j f (x) dx » F(a) -t- C 

a

de donde:

C - - F(a)

Puesto este resultado en la
ta:

integral anterior resul-

f(x) dx — F(x) - F(a)

expresión que se conoce bajo el nombre de formula de Barrow, 
que puede expresarse, cuando los extremos de integración 
sean fijos, según:

j f(x) dx - F(b) - F(a) — F(x) 

a

b 

a

y que se lee: la integral de la función f(x) entre a y 
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b , es igual a la función primitiva F(x), totalmente inte 
grada entre a y b. ”

139.- TABLA DE PRIMITIVAS

Para resolver una integral definida debemos afron
tar primeramente el cálculo de la correspondiente integral 
indefinida, es decir debemos encontrar primeramente aque
lla función F(x) tal que derivada me restituya la f(x).

Este problema, el de conocer las funciones primiti
vas de algunas funciones elementales, puede resolverse con 
sultando en forma inversa, lasztablas de derivadas de fun
ciones elementales que presentáramos al desarrollar temas 
de calculo diferencial. Se tendrá asi:

f m x™*1|x dx = -----------  -f- C , siendo m -1J m-hl

6.-

7.-

Jsen x dx — - eos x -Y C

Veos x dx sen x 4- C
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8.-

9.-

10.-

dx — tag x -f- C

dx » - ctg x -f- C

dx = are. sen x 4- C

11.- dx 9 are. tag x -f- C

Cuando se presente el problema de resolver la inte
gral de una función que no aparece en nuestra tabla de pri
mitivas >se deberá apelar a alguno de los siguientes métodos 
de integración.

METODOS DE INTEGRACION

1^0.- POR DESCOMPOSICION

La propiedad que justifica este método puede enun
ciarse asi: La integral de una suma de funciones es igual 
a la suma de las integrales de las respectivas funciones:

Así se tendrá:

f^xjffa(x)f ...ffn(x)] dxwjf^x) dx+jf2(x)dx+...+jfn(x)dx

La aplicación del método de integración por descom
posición permite calcular,por ejemplo,las siguientes inte
grales :

] = ](x2 - x2■+■ 2 x + 1) dx
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Expresando en una única constante de integración,las cons
tantes particulares C1 , C2 etc. se tendrá:

3 2x + x -+• x 4- C

2.- Resolver por descomposición ,1a siguiente integral inde- 
finida: ’

resultado que puede expresarse según:

3.- Resolver por descomposición, la siguiente integral in
definida :

III

distribuyendo el cociente e integrando termino a término se 
tiene

como todas estas integrales figuran en la tabla de primiti
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vas se tiene, expresando las respectivas constantes en una 
única:

III = x + 2 • Ig x + -b C

METODOS DE INTEGRACION

lh-1.- POR SUSTITUCION

la idea del método de sustitución 
sar la función a integrar en términos de 
ble, a fin de simplificar la expresión de la misma*, lle
vándola siempre a una de las de la tabla de primitivas.

es la de expre- 
una nueva varía

EJEMPLO:

1 .- Consideremos el problema de resolver la siguíen 
te integral

eos 2x dx

En este caso la variable de integración es x , 
mientras que el argumento de la función coseno es 2x . 
No se podrá entonces aplicar directamente la tabla de 
primitivas, siendo necesario emplear la siguiente sustitu 
clon:

2 x = t

será necesario, a fin de poder efectuar la integración en 
esta nueva variable t , darzuna expresión de la diferen
cial de la variable x en términos de t . Derivando am
bos miembros respecto a la variable t se tiene:

de donde:

se tendrá entonces
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A = j eos t —• - i j eos t dt

como esta última integral figura en nuestra tabla de pri
mitivas podemos escribir:

A = • sen t 4- C

expresando este resultado en términos de la variable x 
se tendrá:

A = i sen 2 x -V C

2.- Resolver por sustitución la 
nida:

Isen 1/3 x 
----------------- dx 
14- eos 1/3 x

siguiente integral indefl-

haciendo: 1
3’

se tiene, derivando ambos miembros 
t : respecto a la variable

- sen y x • j dx 
dt

de donde:
dx = -j- dt

-sen — x

expresada en términos de la variable t , la integral ante
rior resulta:

B — —dt = - 3 lg t 4- C
I

expresando este resultado en términos de la variable x se 
tendrá: >

B= - 3 lg (1 4- eos i x )4 C
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Cuando se deba resolver, aplicando métodos de susti
tución, una integral definida, se deberá tener en cuenta 
que la expresión de los extremos de integración puede ha
ber variado, por lo tanto se deberá considerar en cada ca
so, los valores extremos correspondientes a la nueva varia 
ble.

EJEMPLO:

3.- Consideremos el problema de resolver la siguíen 
te integral definida: 

efectuando el siguiente cambio de variable

2 x3-t- 3 = t

resulta, derivando ambos miembros respecto a la variable t.

2
2. 3- X. = 1

de donde: 

la sustitución empleada, nos conduce a la siguiente tabla 
de valores, que permite expresar los extremos de integra
ción en términos de valores de la variable t .

19

Efectuando los cambios indicados se tendrá:
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“ i Ig ( ) = i Ig 6.3 

- i log 6.33 • Ig 10 = 0.80161 • 2.302585

C = 1.8^58

resultado de la integral propuesta.

METODOS DE INTEGRACION

1^2.- POR PARTES

Teóricamente, el método de integración por partes 
permite sustituir el calculo de una integral dada, por 
otrazmas simple para llegar así, luego de reiteradas apli 
caciones del método, a la integral de una función elemen
tal cuya primitiva se conoce.

La regla de derivación de un producto de dos funció 
nes de una misma variable permite escribir, siendo u y “ 
v , funciones de la variable x :

D(u . v) =: u*. v -b v* . u 

multiplicando ambos miembros por dx e integrando se tie- 

)D(u . v) dx -Ju'. v dx -f-p' . u dx

Recordando que siendo DF(x) — f(x) 
se tiene: Vf(x) dx = |üF(x) dx - F(x)
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se podrá escribir en virtud de la cancelación operante so
bre las operaciones simultáneas de integración y derivación:

u . v = |u’ . v dx - v’. u dx

resultado éste que puede expresarse:

u» . v dx = u. v u. vf dx

y que dice: la integral de una producto de dos funciones de 
una misma variable independiente,es igual a la integral de 
una de ellas cor la ptra, menos JLa integral de la integral 
hallada por la,derivada de la otra. Estezresultado justifi
ca la aplicación del método de integración por partes.

EJEMPLO

1.- Resolvamos aplicando el método de integración por par
tes, la siguiente integral indefinida:

I = x J*. lg x dx

como en este caso conocemos la integral (primitiva) de la 
función y = x , siendo ésta x2 . . /’ , se tendrá:

X2 ( T2 1
I “ —Z— * lg x — I — • ~~ dx1 2 e j 2 x

2 f
= lg x - I - x dx2 ) 2

x2siendo el valor de esta ultima integral “ , se tendrá:

xlgx-i x + C

I=| X (lg X - | ) 4- C
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2.- Resolvamos integrando por partes la siguiente integral 
indefinida.

II - Ig x dx

Como aparentemente en el integrando figura una sola 
función de la variable x , transformamos la anterior, in
corporando dentro de la integral como factor: x° «z 1

Se tendrá así:

1° , ,x lg x dx

/ oconociendo la integral de la función x , procedemos a in 
tegrar por partes como en el ejemplo anterior:

11= xlgx-jx^dx=xlgx-j'dx

siendo x el valor de esta última integral,resulta:

II «x . lg x - x-v-C

II - x . (lg x - 1 ) -V C

3.- Resolvamos,integrando por partes, la siguiente inte
gral indefinida:

12 sen x dx

descomponiendo sen2 x =. sen x • sen x se tiene:

III = I sen x . sen x dx

integrando por partes se tendrá:
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III “ - eos x . sen x + eos x eos x dx

r 2 — - eos x . sen x -f- \ eos x dx

en lugar de proceder a integrar por 
tegral, apoyándonos en la igualdad 

partes esta última in- 
eos x = (1 - sen2 x),

descomponemos la misma resultando:

III = - eos x

» - eos x

= - eos x

f 2sen x + \ (1 - sen x) dx

, f , r 2 ,sen x -V \ dx - \ sen x dx

. f 2 Asen x -f- x - \ sen x dx 

observemos que la integral del segundo miembro, es igual 
al primer miembro con el signo contrario} en consecuencia 
pasando la misma al primer miembro se tendrá:

12sen x dx = -eos x sen x +• x f C

resultará así:

III = í sen2 x dx = ~cos x ■ sen x -h x c 
J 2

U.- Resolvamos, integrando por partes la siguiente integral 
indefinida:

Í 2 AIV = x sen x dx

En este caso conocemos la primitiva de las dos fun
ciones que componen el integrando. Para decidir cual habrá 
de ser la primitiva que intervendrá como tal en el método 
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de integración por partes, deberemos considerar la integral 
a que da origen la aplicación del método. Lo que generalmen 
te se busca en la misma es que sea más simple que la inte
gral ihicial. Esto se logrará en este caso, comenzando a 
operar con la primitiva de la función x2 . Aplicando rei- 
terandamente el método de integración por partes se llega 
rá a una integral en donde figura solamente una cierta deri 
vada de la función seno. En efecto:

IV — - eos x x 4- eos x 2x. dx 

aplicando a esta última integral el método de integración 
por partes,se tiene:

j eos x . 2x . dx - 2 j x eos x dx

« 2 sen x . x - J sen x dx = 2.x.sen x -2 eos x 4- C 

» •
poniendo este resultado en la fórmula del párrafo anterior 
resulta:

2IV = -x . eos x 4- 2 x sen x — 2 eos x 4- C

METODOS DE INTEGRACION:

1M-3. - INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES ENTERAS

Consideremos la siguiente integral:

P (x)
(x)

en donde p(x) y P(x) son polinomios de la variable x .
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Supondremos, y siempre se podrá llegar a este caso, que el 
grado del polinomio del denominador supera al grado del po 
linomio del numerador. El método le integración’de una fun 
ción racional se basa en la descomposición de la franción 
P(x)fP(x). en suma de fracciones del tipo A/(x -) , en 
donde o< es una raíz del polinomio del denominador, y A 
una constante conveniente.

Consideremos un primer caso en que el polinomio del 
denominador admita raices reales y distintas, a la luz del 
siguiente ejemplo:

f 6 x + 35 x -f- 50
I = |-------------------------- dx

J (x-2) (x-3) (x-M

Observamos en este caso que el polinomio numerador es de 
segundo grado, y quezel polinomio denominador es de tercer 
grado, estando este último escrito en su forma factorial, 
que nos muestra las raíces del mismo.

Para descomponer la función racional en suma de frac, 
clones simples se hace:

2
6 x - 35 x 4- 50 _ A_____ B c
(x-2) (x-3) (x— ) " (x -2). (x-3) (x-M

Pagando al segundo miembro el polinomio denominador se ten 
drá, luego de una primera simplificación 

6 x -35 x 5O-A(x-3)(x-1+)4-B(x-2)(x-1+)+C(x-2)(x-3)

Como en ambos miembros de esta expresión se tiene un poli
nomio de segundo grado, determinaremos los valores de los 
coeficientes A , B y C en forma tal que ambos polino-, 
mios tengan iguales, los coeficientes de los términos homo 
logos. .

Ordenando el polinomio del segundo miembro resulta:



6 x2 - 35 x - 50 - x2(A+ B-f-C) - x (7A + 6B 4 5 C) 4

4 (12A -V 12B4ÓC)

se deberá cumplir entonces:

A 4 B 4 C =6 

7A+6B 4 50 = 35

12 A 4- 12 B 4“ 6 C = 50

siendo la solución de este sistema: A = 2; B = 1; C = 3

Determinados así A , B y C se tendrá: 

o
6 x- 35 x 4 50 = 2 t 1 3
(x-2) (x-3)(x-M (x-2) (x-3) (x-4)

De donde:

2 dx 
7x-2) + (x - 3) (x-4)

resultando finalmente

I = 2 Ig (x-2) 4- Ig (x-3) 4 3 lg (x-M 4 C

2 3= Ig (x-2) 4 lg (x-í) 4- Ig(x-h-) 4- Ig K

= Ig K .(x-2)2. (x-3) . (x-M3

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

1M+.- CASO EN QUE EL POLINOMIO DENOMINADOR ADMITA 
RAICES MULTIPLES
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Consideremos este caso a la luz del siguiente ejem
plo:

T (x2 - 8 x - h- ,

J (X - 3)5

en este caso se descompondrá la fracción de la siguiente ma 
ñera: “

2
x 4- 8 x0 _ A b C

(x-3)3 <x"3)3 + (x-3)2 + (x-3

Para determinar los valores de las constantes A, 
B, y C procederemos como en el caso anterior, resultando

x2 + 8 x-V = A + B (X-3) •+ C (x-3)2

2
- x Cf x (B-6C)4-(A -3BV 9C)

de donde, por identidad deberá cumplirse:

C ==» 1

B - 6 C = 8

A -3B + 9 C = 1*

sistema éste que me conduce a los siguientes valores: A =-37;
B = 14- ; C = 1

Se tendrá entonces:

(37 dx
|(x-3)3 i1* dx + í dx 

(x-3)2 j (x-3)



lo que me conduce al siguiente resultado

1= ~ 5----------—------ +lg (x-3) + C
2(x-3)¿ (x-3)

lk5.- METODOS DE INTEGRACION NUMERICA.

Hemos visto a través del teorema de Barrow que la 
integral definida:

A — f(x) dx

se calculaba, en el caso^de conocerse la correspondiente 
integral indefinida, según:

A= \ f(x) dx « F(x) = F(b) - F(a)

en donde F(x) era la función primitiva de f(x).

Cuando los métodos de búsqueda de la función primi-
tiva no nos conduzcan a una solución del problema, nos ve
mos obligados, para resolver la integral definida, a apelar 
a métodos aproximados de integración numérica.

Supongamos querer determinar 
b

S = C f(x) dx

en donde y = f(x) es por ejemplo una función monótona 
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creciente en el intervalo a , b .

Si dividimos el intervalo a, b en n, sub-inter- 
valos, y levantamos las ordenadas de la función correspon 
dientes a los puntos así determinados, se tendrá el area 
total comprendida entre el area de los rectángulos inscrip
tos y el area de los rectángulos circunscriptos a la curva 
de ecuación y= f(x), correspondientes a la partición efec 
tuada.

El area de un intervalo i-ésimo estará entonces com 
prendida entre las respectivas areas de los rectángulos 
inscriptos y circunscriptos, cumpliéndose:

xi+l
Si° (xl«-l " xi? f(xi) dx Si

xi

Sumando las areas correspondientes a los rectángulos ins
criptos, por una parte, y a los rectángulos circunscriptos 
por otra, se tendrá:

n-1 xn n-1
sn 1Z (xi+l-xi)f(xi)x< J f(x) dx < EZ (xifl-xi)f(xi+i> =sn

10 xo i 0
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y siendo x — a , x — b , la anterior resulta: o n ’

n-1 b n-1
sn “ h ¿2 f(X1)s< J f(x)dx'<h f(xH-l) “Sn

i 0 a i 0

Vista la acotación de la integral definida, se po
drá dar una aproximación del valor de la integral a tra
vés de la media aritmética de los valores sn y Sn co

rrespondientes a una determinada partición, resultando:

S - S V, f fAn = n 2 n = |y[f(x0) + f(X1) + f(x2)+ ...+f(xn_1)j

+ [f(Xi) + f(x2) + f(x3)+ ... +f(xn)]]

De donde se tiene:

An= h
f f(xQ) + f (xn)

l 2
4- f(xT)+ fCxp +

que geométricamente corresponde a la suma de las areas de 
los trapecios inscriptos.

La aproximación que se obtiene con esta fórmula, cc 
nocida bajo el nombre de fórmula de los trapecios, es bas" 
tante rudimentaria, aun para valores pequeños de h , por 
lo que presentaremos otro método más preciso.

1^6.- METODO DE SIMPSON PARA LA INTEGRACION NUMERI
CA . ‘------------------------- --------

Supongamos querer conocer el area comprendida entre 
la curva correspondiente a una parábola de segundo grado,
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el eje de las x, y dos valores de la variable a los que 
designaremos según -h y h .

Se tendrá asi:

resultado éste que es más conveniente expresar según:

A = ” (6 aQ f 2 ag h )

A fin de tener una expresión de esta atea en térmi
nos de las ordenadas correspondientes a la parabola de se 
gando grado en los puntos extremos del intervalo^-h , n , 
y en su punto medio; denotando: - h — x0 ; 0 — x^ ;

h —— x^ j resultará:

2 
yQ = f(-h) =- a0 - a^ h -f- a^ h

yx _ f(0) - a0

2 
y2 = f( h ) = ao + a^ h 4- a2 h

que permite expresar
2

ao- yi 5 2 a2 h = yo - 2 yT+ y2
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poniendo estos resultados en la expresión de A resulta:

h
3A < y0 + u yx+y2>

como expresión del area comprendida bajo una parábola de 
gundo grado y entre los extremos xQ y x2 .

Si deseáramos calcular el area comprendida entre 
una curva de ecuación y ■ f(x) , el eje de lasz x , y 
dos valores de la variable a y b, se procederá, siguien 
do el método de Slmpson , de la siguiente manera:

Se divide el intervalo de integración en un número 
par de sub-intervalos de igual amplitud h , zy se conside
ran los correspondientes valores de la función en los n + 1 
extremos así determinados.

Observemos los dos primeros sublntervalos. Los pun
tos extremos de los mismos tienen por abscisas xQ, x1, 

y en dichos puntos la función y-f(x) asume los valores 
yo ’ yl ’ y2*

Aproximemos a la función una parábola de segundo gr¿ 
do que pase por los puntos -Po (x0 , yQ) , y^ ?

P2( X£ , y2) • Como el ¿rea bajo la parábola responde a la 
expresión vista, se tendré para el jprimer par de interva
los, la siguiente aproximación del area encerrada bajo la 
curva correspondiente a la función, dada por el area ence
rrada bajo la parábola

(y0+ yi + y2)

Prosiguiendo con el tercer y cuarto intervalo, y asi 
hasta agotar el número de intervalos, se tendrán las corre¿ 
pendientes .aproximaciones de las respectivas areas según:

<y2y3+ 5
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j ^4 + *+ y5 + y6) 

y <yn-2 + yn-i + yn>

Sumando estas areas; se tendrá;

Sw5
^(yo+ yn> + ** (yj> *3 + • • • ±yn-lH 2 (y2+ yu<- . .+yn_2)]

Formula que nos da una aproximación del valor de la 
integral definida A .

Consideremos el calculo de la siguiente integral de 
finida

1

A = \ —-— el*
J x +1

0

Resolviendo la correspondiente integral indefinida 
se tendrá:

1
dx - Ig (x+1) - Ig 2 - Ig 1 - lg 2

0

A = log 2 . Ig 10 = 0,301030 x 2.302585

A - 0,6931^7

Este es el valor exacto de la integral. Si no cono
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oléramos la función primitiva del integrando, no podríamos 
haber seguido este camino; por loztanto para calcular A 
deberíamos seguir alguno de los métodos vistos para la in
tegración numérica.

Aplicación de la fórmula de X.og... trapecios

Dividiendo el intervalo de integración 0 , 1 , en 
por ej. 8 subintervalos, los extremos de los mismos y los 
correspondientes valores de la f(x) en dichos puntos se
rán los de la siguiente tablas

la fórmula de los tra-

xi f (xi )

XQ 0 y0 s= 1

0,125 yl =r 0,889

x^ = 0,25 y2 = 0,8

X3 " 0,375 y3 -• ■ 0,727

== 0,525 = 0,667

X5 “ 0,625 y5 0,615

x6 “ 0,75 y6 =X 0,571

x7 " 0,875 y7 0,533

x8 " 1 y8 = 0,5

Aplicando a estos resultados 
pecios, se tiene:

A8 - 0,125 | +- 0,889+0,8+0,727 + 0,667+ 0,615 + 

+ 0,571 -b 0,533^

A8=0,125 ( 0,75+ 0,889 + 0,8 + 0,727 + 0,667 + 0,615+ 0,571+0,5:
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k - 0,125 . 5,552
O

Ag = 0,69^

Este es el valor de la aproximación correspondiente 
a la fórmula de los trapecios.

logra aplicando la formula de SIMPSON.

= o,o+17

(1 + 0,5) + +(0,889+ 0,727+ 0,615+ 0,533 +

2 (0,8+ 0,667 + O,57D^

( 1,5 + 11,056+ ^,076 )

0,0^17 • 16,632

Sg = 0,6935

< la anroximación lograda por me- 
Se observa asi, que la ap nrecisa para un mismo 
i*, ia r6™ia a°io’tra

pecios.






