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PROLOGO

Presentamos en estos Apuntes la compilacidén de las lec-
ciones que a lo largo del afio fueron distribuidas entre los
Alumnos del Curso como material complemertario, para ampliar
y ordenar los temas desarrollados en clase.

Queremos destacar el caracter complementario y no sus-
titutivo de estos Apuntes respecto a la labor docen! > desarrg
1lada, la que ampliada con los correspondientes trabajos prag
ticos y de laboratorio, no incluidos en estas paginas, consti
tuye la guila necesaria para su mejor entendimiento. No se pre
tende en estas 1ineas tratar un campo tan vasto como el que
nos ocupa en este Curso, con el rigor y la dedicacidn que di-
chos puntos merecen, cosa que se debera buscar en una obra sg
bre la materia y no en una coleccion de apuntes hechos para
satisfacer las necesidades de momento. Se ha buscado, eso si,
lograr una un}dad y una exposicion clara, para guiar al estu-
diante a traves de temas tan diversos dentro de una misma asjig
natura como los que comprende el programa desarrollado. En a-
ras de esa misma unidad y olvidando muchas veces, de propdsi-
to, el rigor matematico de muchas consideraciones, se buscd
satisfacer las necesidades divergentes de tiempo y programa a
desarrollar apelando a consideraciones intuitivas y proporcig
nando en muchos casos, una guia de operatoria a fin de poder
resolver de momento, problemas de calculo que requeririan de
por si un curso especializado.

Atendiendo a las necesidades del progfama a’desarrollar
y los conocimientos del material humano, se encaro la materia
en tres partes, cuyo contenido esbozamos a continuacion.

Parte primera. En donde se atiende a los temas propios
del Curso de nivelacidn de conocimientos; con un repaso gene-
ral de la operatoria artimética elemental, estudio de tablas
numéricas y teoria y practica de los distintos sistemas de 1lg
garitmos.

Parte segunda. Se tratan en ésta, ordenadamente, confo
me a las necesidades de las demas asignaturas, temas de anal
sis que comprenden tdpicos sobre geometria, analisis combina-
torio, potencias de polinomios, sistemas de ecuaciones, deter
minantes, trigonometria, nimeros complejos y ecuaciones de sg
gundo grado.



Vi

Parte tercera. Se introduce en ésta la nocién de 11-
mite y se presentan temas de calculo; comprendiendo los tg
picos desarrollados el estudio de las progresiones, l1imites
y series; temas de geometr{a anal{tica, de calculo diferep
cial e integral.

ulero agradecer en estas 1ineas la labor de “rans -
cripcion y correccion de estas notas realizadas por los sg
nores Henry Garcia y Dr. Sucre R. Rodriguez R. respectiva-
mente.

Enrique Dieulefait

Ciudad Trujillo, R.D.
diciembre de 1958
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Una definicion de la aritmética la ubica como la -
ciencia que estudia las propiedades de 1los nﬁmeros, ya sea
en su expresion corriente o decimal, como por medio de no-
taciones que emplean los caracteres del abecedario latino
o del alfabeto griego.

De la simbologia aritmética conocemos:

A qi)gLog nimeros arabigos o digitos: 0, 1, 2, 3, k4,
, L

y 79 Ty T

11) Los simbolos fundamentales de operatoria:

Simbolo de suma: +

Simbolo de resta: -

Simbolo de multiplicacidn: X

111) Los simbolos de 1gualdad y orden

Simbolo de igualdad: =

Simbolo de menor que: ¢

iv) Los si{mbolos de agrupamiento

Paréntesis ( )

Corchetes [ ]

Llaves l 1

Otros simbolos matematicos habran de introducirse
conforme las necesidades de la materia lo requieran.

Fundamentalmente adzitiremos dos categorias de ni
meros:

a) Nimeros reales

b) nimeros imaginarios.

CA
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La clase de los nimeros reales admite ser subdividj
da en distintas subclases conforme al sigulente esquema.

| Naturales
Enteros
: Negativos
Racionales ;
Preccionarios
Reales
IIrracionales

La clase de los numeros reales admite una represen-—
tacion espacial, correspondiendo a cada numero real un pun
to de una recta, siendo ésta el espacio puntual o recta de
referencia.

Se 1lega a la clase de los numergs reales por suce-
sivas ampliaciones de la clase de los numeros naturales, -
que surgen de la necesidad de contar. Dentro de la clase
de los numeros naturales son posibles las operaciones de
suma y de multipligacion, ya que siempre se tendra como rg
sultado un nuevo numero natural. Con la operac;én de resta
surge la necesidad de ampliar el concepto de numero, incogr
porando los enteros negativos. Nace asl la clase de los nu
meros enteros, dentro de la cual tienen sentido logico las
oreraciones de suma, resta y miltiplicacién de niumeros. El
cociente o division de dos nﬁmegos enteros crea la necesi-
dad de ampliar el concepto de mimero, incorporando la cla-
se de los numeros fraccionarios. Con este nuevo agregado
se tiene la clase de los numeros racionales, dentro de la
cual tienen sentido las operaclones de suma, resta, multi-
plicacion y division,

La operacidén de radicacion crea la necesidad de am-
pliar esta clase dando categoria de numero a los irraciong
les. Incorporando a la clase de los numeros racionales es-
ta nueva clase de nimeros se llega a la clase de los nume-
ros reales, que comprende como casos particulares a las =
que mencionaramos anteriormente.

NUMEROS ENTEROS. DEFINICIONES.




1l.- Denominamos Factor o Divisor de un nimero entero
a cualquier numero entero que lo divida exactamente. Asi
por ejemplo 7 es divisor de 21 ya que p b B, R

2.- Llamamos numeros par a aquel que puede ser exac-
tamente dividido por 2. Asl seran nfimeros pares: 2, L, 6,

8y «v. (2 n)y, ... en donde n es un entero cualquiera.

3.- Llamamos numeros impar a aquel entero que no ad-
mite como divisor al numero 2. As{; 1, 3, 5, ... (2 n-1).
en donde n es un entero cualquiera, son numeros 1mpares.

4.- Llamamos numeros primos a aquellos que no admi-
ten otro divisor que la unidad y el mismo numero considera-
do. Asi: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ..., son nimeros primos.

S.- Llamamos numero compuesto a aquel que admite ~
otros divisores ademas de si mismo y la unidad. Asi 6, 8, 9,
10, 15, ..., son numeros compuestos.

6.- Llamamos factor comun o] divisgr comun de dos ni-
meros a un numero entero que y divide exactamente a ambos. Al
mayor de todos los divisores comines de un par de numeros
lo llamamos Maximo Comiin Divisor (M.C.D.). As{ por ejemplo,
4 y 8 son divisores comunes de 16 y 24, siendo 8 el M.C.D.

7.- Miltiplo de un nimero es otro que es exactamente
divisible por el primero, es decir, lo tiene como factor.
Si un nimero es exactamente divisible por dos nimeros ente-
ros, se lo llama comin multiplo de estos dos. El1 menor de tg
dos los miltiplos comunes a un par de numeros recibe el no
bre de Minimo Comin Maltiplo (m.c.m.). Asi, por ejemplo, 7
y 36 son multiplos de 12 y 9, pero solo 36 es el m.c.m.

8.- REGLAS PARA HALLAR LOS DIVISORES DE UN_NUMERO.

a) Un numero es divisible por 2 cuando su Gltima ci-
fra es cero o miltiplo de 2.

b) Un nimero es divisible por 3 cuando la suma de los
digitos que lo forman es miltiplo de 3. Por ejemplo: el ni-
mero 75825 es divisible por 3 ya que se cumple: 7+ 5+ 8+ 2+

= 27 . Efectivamente 75825 = 3 = 25275 .

¢) Un numero es divisible por 4 cuando sus 2 U1timas
cifras son ceros o miltiplos de L, Por ejemplo el numero -
5372 es divisible por 4 ya que el numero formado por sus
dos ultimas cifras, 72 es divisible por cuatro.

Pt



d) Un nimero es divisible por 5 cuando su altima ci
fra es cero o cinco.

e) Un namero es divisible por 6 cuando ademas de -
ser par, la suma de sus cifras es miltiplo de 3. Por ejem-
plo: el nimero 7938 es divisible por 6 ya que: i) es par;
y 11) la suma de sus cifras, 7+9+3+8 =27, es maltiplo
de 3.

f) Un numero es divisible por 8 cuando sus ultimas
tres cifras son miltiplo de ocho. Asi por ejemplo, el nime
ro 3552 es multiplo de 8 ya que sus tres Ultimas cifras,
552 forman un niumero que es miltiplo de ocho.

g) On nimero es divisible por 9 cuando la suma de
sus cifras es miltiplo de nueve. Asi por ejemplo el numero
2178 es divisible por 9 ya que 2+4+1+7+8 = 18, que es mi]
tiplo de 9.

9) PROCEDIM 0 A SEC £
RO EN LOS FACTORES QUE LO FORMAN.

Recordando las anteriores reglas de divisibilidad
numérica se estad en condiciones de determinar si un numero
dado es divisible por 2, por 3 etec.

Si el nQimero en cuestidon es divisible por 2, este
sera uno de sus factores. Efectuando la operacion de divi-
sidén, se tendra un cociente entero.

Analizando este cociente entero respecto a los fac-
tores que lo forman y dividiendo dicho cociente por el me-
nor de sus factores primos, se llegara a un nuevo cociente
entero.

Procediendo repetidamente de esta forma, hallaremos
los factores primos que componen nuestro numero en cues-
tion.

Una disposicion recomendable para hallar numérica-
mente los factores de un numero es la siguiente:

Consideremos el numero 780, del que deseamos deter-
minar los factores primos que lo componen. Aplicando suce-
sivamente las reglas antes citadas, se escribiran en la fi



la superior, los correspordierites divisores, mientras que
err la fila inferior se irarn coloczardo los cocientes ente-
ros de las sucesivas divisiores

Factores_] 2 | ] 3 L O e
780 | THGGE - ~105 o ey | e
Resultard en corsecuencia 780 = 2x 2 x Ix5x13

Consideremos el numero 6480. Sus factores primos se

rar.:
Factores | 2 | 2 | e 2-| 233|558
6720 | 336011680 | 840 | u20 | 210 |10z | o ey |

6720 = 2x 2X2%x2%2%2%3x5%7

Es conveniente, cuando como en este caso uno de los
factores aparece renetidas vec=s, introducir la notacion

d2 potencias. Como sabemos 2 2 2 2 2 2 = 26 resialta:

T A T

10.- MAXIMO COMUN DIVISOK. (M.C.D.)

Factor o divisor comin de un grupo de nimeros es otro
nimero que divide exactamente a todos los del grupo considg
rado. Asi por ejemplo, 4 y 8 son divisores comunes de 1€ y
de 24. Al mayor de todos los divisores comures a un grupo
de nlmeros lo llaramos Maximo Comtn Divisor (M.C.D.) de e-
se ﬁrupo de numeros. Se tiene as{ que 8 es el M.C.D. de 16
y 24,

Calculo del M.C.D. de un Grupo de Nameros.

Se determinan primero los factores de cada uno de
estos numeros, luego se considerar. todos los factores pri-
mos comunés a los misros, resultando el M.C.D igual al prg
ducto de dichos factores primos.

Calculo del M.C.D. de los nimeros: 9, 27, 144

BeENd == P s 2
9 ) Rcify




El MCD pedido es: 32 N

11.- MINIMG COMUN_MULTIPLO (MCM)

Miltiplo de ur numero es otro que resulta exactamep

te aivisible por el primero. Multiplo comin a un par de nu
meros sera otro que es exactamente divisible por los nume -
ros dedos. Asi, 72 y 36 son maltiplos de 12 y 9.

Al meror de todos 1los multiplos comur.es a un grupo
de mimeros lo llamaros minimo comun miltiplo de estos nume
ros (MCM). En el caso anterior, el MCM de 12 y 9 es 36.

CALCULO DEL MCM DE UN GRUPO DE NUMEROS

Se determiran primer> los factores de cada uro de
estos numeros. Luego se considerar. todcs los factores pri-
ros, COmUres y no comunes en su mayor exponerte, estardo
cado el MCM por el producto de estos factores.

Sear. por ejerplo los numeros 12, 15, 18 y 24. Para
calcular el M.C.M. de los mismos comenzamos descomponién-
dolos en el producto de sus factores primos:

2 2 3
2] 6 3 | 2 12 = 2x 2 %3
3 5
15 =
15 T 3x5



comui.es

fsi | soulied] 18 = 2x3%3
T e P
12 | 21213 2h = 2Xx2x2X3
24| 121 6 [3[1
v.}v—

) Los factores corunes y no corunes en su mayor expr
sior son: 2, 2, 2, 3, 3, 5,isierdo su producto: 272 x2 x
3X5 = 360, el M.C.M. pedido.

12,- IMPOLTANCIA RELATIVA DE LOS SIMROLOS DE OPERACION.

a) Una serie de sumas: 2-&51—@74-3 = 37 , puede e-
fectuarse en cualquier orden. Se dira que el order de los
términos de ura suma no influye en el resultado final.

b) Una serie de sustracciores: 86 - 25 - 13 - 2 = 46,
dete efectuarse en el order natural de lectura, es decir
de i1zquierda a derecha.

c) Er una suma algetraica: 2+ 5 - 742848 - 17 = 19,
las sumas y restas se deben efeatuar siguierdo el order 1Q
gico de lectura, es decir de izquierda a derecha.-

Cuardo se opera cor sunas algebraicas, y a fin de 1o
grar una mayor comodidad para efectuar las oreraciores, se
pueden agrupar los terminos positivos por una parte, y los
negativos por otra, sunardo cadz uno de estos grupos y cal
culardo la diferencia entre estos dos valores finales. La
mencionada agrupacién para la suma anterior 1la efectuaros,
mediante parentesis, de la sigulertie manera:

(2+5+28+8) - (7+417) = 43 -24 ="19

d) Una serie de multiplicacioneg 2 x3x5x6 = 180
puede efectuarse en cualguier order:

e) Una serie de divisiones 50 + 25 <+ 2 = 1 dete efeg
tuarse siguiendo el orden de lectura, es decir de izquier-
da a derecha. .

f) Cuando en una expresion aparecer diferentes operg
ciones, es decir se deben realizar sumas, restas, maltipli
caciones y divisimes, el orden de prioridad con que se -



efectuarar. las mismas sera: 1) multiplicaciores, 2) divi-
siores, 3) sumas y restas en el orden en que aparecen. Di-
cho er otras palabras se operara término a término, respe-
tardo dentro de cada uno de éstos, las reglas dadas para
las multiplicaciones y divisiores.

g) OESERVACION: Se derominan términos de una expre-
siér a las cantidades ubicadas entre signos mas o menros.
En la siguiente expresion

6 x*+-2 =5 436 x = 2
se otservar. tres térrinos: 6 x° ; 2 +5 3 36 x .

13.- EMPLEO DE PARENTESIS CORCHETES_ Y LLAVES.

Estos sinbolos de agrupacidn se emplear. para que-
brar los orderes: de prioridad erunciados arteriormente,
as{ coro para agrupar térrinos de una expresion.

Si se cons‘dera por ejerplo la expresidn
3a4+25ab4l2 ac+c

se otserva que er los tres primeros términos de la risra
figura repetido el factor a . Es decir, a es ur factor
ccrun a los tres prirercs términos de esa expresidr. Se pg
dra er tal caso proceder a factcrear la misra, operacieon
ésta, que consiste e~ separar de la misra los elementos cg
munes a varios términcs, indicardo el producto entre este
f?ctor ccritn y la supa de los coeficientes con que apare-
cla.,

* Se terdra asi:
3 a425ab+l2ac+c = a 3+2‘-’~ b+12 e)+ ¢

Lo que se ha hechko en este caso es: agripar los tér-
rinos que tienen el factor conitn a , La utilizaciédn del
paréntesis quiebra la regla erunciada arteriormente, ya
cve at incorporarlo incice que se dehe efectuer la mvlti-
plicacidn lvego de hater realizado las sumas que figuran
deritro del) mismo. La aplicacjon de la propiedad distribu-
tiva de la° letiplicacion respectc de la suma, permite dig
trituir ‘la multiplicacidén indicada, restituyendo as{ 1la ex
presion anterior.



Si1 se tienen parentesis precedidos por el signo 4 o
el signo - 4, se deberan considerar las expresiones dentro
de los mismos coro términos, operando en consecuencia. Pa-
ra ouitar un paréntesis precedido por signos 4 o - notare
mos los siguientes cascs:

1) Paréntesis precedidos por signo 4+ , se quitan sirn
alterar los signos de los términos interiores a los mismos.

ii1) Paréntesis precedidos por signo - , se quitan
invirtiendo los signos de los términos interiores a los mig
mos

EJEMPLO:

i) 3 x4+ (2 -3 x+4+1245 x) -

3 x+2 -3 x+4+1245 x =

Seeando x factor comin
= x (3 -3+45)4(2412)
= 5 x 414

11) 2 %= (-3¢ 2rxf+5pEcd  x) =
29K, S 3= 2oxe - 85 FYIXIT=E

x (2 -243) - (3+5) =
- 3 x+42

En este segundo ejercicio hemos agrupado dentro de
un paréntesis precedido por el signo - a los términos
-3 y -5, para lo cual les hemos alterado el signo. Se
opera en consecuencia segin una de las dos siguientes re-
glas.

i) Para introducir dentro de un paréntesis precedi-

do por el signo 4+ , distintos términos de una expresion,
se respetan los signos originales de los mismos.

14) Para introducir dentro de un paréntesis precedi
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do por el signo - , los distintos térrinos de una expre-
sién, se altersran los signos originales de los mismos.

14.- CANCELACION DE TERMINOS EN UNA EXPRESION.

Cuardo en una expresion ararecern con distinto signo,
términos de -iguzl valor, se procedera a cancelar los mis-
mos. Por ejemplo en la expresidn:

1243 a - 5416 - 3 a+2 a

=124+3a —-5+16 -3 a+2 a =
— WD - 5 416+ 2 a
15.- SIMPLIFICACION DE FACTORES EN UNA EXPRESION.

Cuardo tanto en el numerador como en el denominador
de una fraccidn aparezcarn factores comunes, se los puede
simplificar; operacion ésta que consiste en eliminarlos si
multaneamente del numerador y denominador de dicha frac-
cién. La propiedad aritmética que perrite tal operacion de
simplificacion es aquella que dice que una fraccion no alte
ra si se divide simultaneamente numerador y denominador
por una misma cartidad.

Por ejemplo en la expresidn:

_.E_E__b_.:sb ¥

a

.Esta operacidn puede ampliarse descomponiendo los
..factores, tanto.del numerador como del denominador, en sus
~'divisores primos. Por ejemplo en la expresidn:

257 a3k bR i 5 e e BB Ll
SUSBE st o o g i S e g
Observacion. .

: En la practica nunca se llega a descomponer numera-
y denominador en sus factores primos, operandose segun los
criterios de divisibilidad numerica aplicados simultanea-
mente al numerador y al denominador. Resultara asi:
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‘z& . dg; 52 - b
321.)5.;2 T

n

16.- MIEMBROS DE UNA IGUALDAD.

4
Denominamos primer y segundo miembro de una igualdad
a las expresiones que aparecen resrectivamente a izquierda
y derecha del signo igual.

1) Interesa a los fines de la operatoria pasar térmji
nos de un mierbro a otro de una igualdad. Para efectuar eg
ta operaciodn, que consiste en quitar un término de un miem-
bro, para incorporarlo al otro, se le cambia el signo que
presenta. Asi por ejemplo, en la sipresidm

S X2y

5 : Py

Py A P \
81 se quiere pasar el segund9 térrino dei.primer miembro , H
al segundo miembro, se tendra: ’ v

31 S 2y

,11) Cuando er un miembro de una igualdad figure un
solo termino, es decir existan en el mismo tan solo facto-
res, se podra pasar algunos de ellos al otro miembro. Para
ésto debe respetarse la regla que dice:

1) Ura cartidad que en un miembro figure como fac-
tor pasa al otro como divisor.

ii) Una cantidad que en ur. mierbro figure como divi
sox pasa al otro miembro como factor.

Asi por ejemplo,si en la expresidn:
2ab; 5+28

se quierer. pasar al segundo miembro los factores 2 a se
tendra:
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2 a

17.- OPE-ACIONES CON NUMELOS FRACCTIONAFRIOS.

1.- Suma de dos numeros fracciorarios.

a) Cuvardo se trate de sumar dos numeros fracciora-
rios de igual derominador, por ejerplo, _%H P SR e
forrarad un nuevo numero fracciornario, de igual denomina-
dor y cuyo numerador sea igual a la suma de los numerado-
res. Asi se tendra para el caso anterior:

P ik S A o ]
“%— by e —i—g——* =g = 1

Si se tuvieran dos numeros fracciorarios de igual
denominador, pero expresados en forma literal, se procede-
ra de igual manera, por ejemplo:

Si en lugar de considerar la suma de dos numeros
fraccionarios, se quiera calcrvlar la diferercia entre los
mismos, se procedera en forma acorde. Asi, por ejemplo:

T

b) Cuardo se trate de suner dos nimeros fracciona-
rios de distinto denoginador apliczremos la siguilente re-
gla: La suma de dos numeros fracciorarios de distinto de-
nominador es igual a otro numero fraccionario, cuyo deno-
minador es igual al producto de los denominadores, y cuyo
nurerador es izual al producto del numerador del primer
fracciorario por el denominador del segundo, mas el produg

to del numerador del segundo por el derominador del prime-
ro.

Asi, por ejemplo, si se trata de sumar % y % se
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procedera de la sigulente manera.

6 . 2 b x6+2x5 . 36+10"
C oo 5> 6 o R ‘%g

Si los dos nimeros fraccionarios estuvieran expresa
dos en forma literal resultara, por ejemplo:

i @ = add b e
BFL 8 b d

Correspondiendo para el caso de tratarse de una dife
rencia entre numeros fraccionarios la siguiente disposicion.

12 chsda s - ol Aeban 2l 3ol - 60n-u2], 4539
(/ Gkt == 725 A | o 5 )

2.- Suma de varios numeros fraccionarios.

a) En el caso de tener que realizar 1la operacion de
sumar (siempre en forma algebraica, considerando términos
tanto positivos como negativos) varios numeros fraccione-
rios, se puede aplicar una generalizacion de la regla ante
rior.

La suma de varios numeros fraccionarios es igual a
un nuevo numero fraccionario, cuyo denominador es igual al
producto de los denominadores y cuyo numerador se obtiene
sumando los productos de multiplicar el numerador de cada
uno de los quebrades por los denominadores de los restan-
tes. Asi se tendra como consecuencia de la aplicacion de
la presente regla, y para el caso de tres numeros fraccio-
narios:

s ] 373 +2>5>3 - 1>5x7 _
- -

YR W ey R
_ 63+30 - 35 — 58
= 105 =59

1§ﬁﬁf
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b) Otra forma de efectuar la suma de varios nimeros
fraccionarios consiste en hallar primeramente el minimo cg
mun denominador de todas las fracclones, (se comprende que
este minimo comin degomigador de todas las fracciones ha
de ser el minimo comin miltiplo de las cantidades que figu
ran como denominador.).

Se dira entonces que la suma de varios nlmeros frag
cionarios es igual a otro numero fraccionario cuyo dernomi-
nador es el minimo comin denominador (m.c.d.) y cuyo nune-
rador es igual a la suma de los productos que se obtienen
multiplicando cada numerador por el cociente de dividir el
m.c.d por el denorinador correspondiente.

EJEMPLO:
Sumar los siguientes nimeros fraccionarios: %ﬁ ,

% ¢ :%— (efectuando la descomposicidn en factores pri-
mos de estos tres denominadores, ver No. 9 de estos mismos
apuntes, se encuentra que el m.c.d., igual al m.c.d. de 4}
chos numeros, es igual a 3655 se'tendra operando consecuepn
‘temente con la regla enunciada mas arriba:

—Qg-i-%-l 2 T L e it e S A e AL S,
1 G SN 36 = 36 s

=l
=98
18.- MOLTIPLICACION DE NUMEROS FRACCIONARIOS.
a) Pgra multiplicar un numero fraccionario por un
entero, se forma un nuevo numero fraccionario cuyo numera-
dor sea igual al producto del entero por el numerador del

fraccionario dado, y cuyo denominador sea igual al denomi -
nador del fraccionario dado.

Ejemplo: §*3=27<3:§
§xez tpe

b) Para multiplicar un numeroc fraccionario por otro
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nimero fraccionario,se forma un tercer nimeroc fraccionario
que tenga por numerador el producto de los numeradores y
por denorinador el producto de los denominadores. Por ejem
plo:

6
21

P e £t e W A
el SR e

e = e XeT
RAr S e

¢) Para multiplicar varios niimeros fraccionarios en
tre si, se operara de idéntica manera, multiplicando todos
los numeradores entre si, y todos los denominadores entre
si; considerando esos productos respectivamente como nume-
rador y denominador del resultadn,

Asi se tendré por ejemplo:

LR S R R e
3-89 POSR T e Srare T

2. = £00
117~ 693

19.- DIVISION DE RUMEROS FRACCIONARIOS.

a) Pgra dividir un nimero fraccionario por un ente-
ro, se forma un nuevo numero fraccionario que tenga por nu
merador el numerador del fraccionario dado. Yy que ter~va
por denominador el producto del denominador del fraceciu.:a-
rio dado multiplicado por el entero en cuestidn.

Asi por ejemplo:

8 =3 =—2—= &

S s i~

b) Para dividir dos nimeros fraccionarios entre 81,
se forma un nuevo numero fraccionario cuyo numerador sea
igual al producto del numerador del dividendo por el deno-
minador del divisor, y cuyo denominador sea igual al pro--
ducto del numerador del divisor por el denominador del
videndo.
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Otra forma de enunciar esta misma regla, y quiza
mas facil de retener, es la sigulente:

Para dividir un numero fraccionario (dividendg) por
otro nimero fraccionario (divisor) se invierte este ultimo
y se procede a multiplicar el dividendo por el divisor asi
transformado.

Por ejemplo:

8. < -
D = -

e =
d n

a a x d
b b x ¢

En la practica se operara .siguiendo cualquiera de
estas dos reglas, que por otra parte conducen como €s natn
ral a un mismo resultado, pero se omitira en el caso de ip
vocarse la segunda regla, el paso intermedio que supone el
multipiicar por la reciproca del divisor, es decir se es-

eribira tan solo

a X d

8.2 & —
bﬂ_d_be

¢) S1 uno de los nfiimeros que entran en la divisidn
(ya sea el dividendo o el divisor) fuera entero y dificul-
tara la aplicacion de la regla el hecho de que carace de
denominador escrito, sera factible expresarlo en forma de
quebrado con numerador igual al numero y con denominador
igual a la unidad. De esta forma se podran evitar equivo-
caciones en la aplicacion de las reglas dadas hasta adqui-
rir una pericia suficiente como para obviar estas primeras
dificultades.

20.- POTENCIACION

Cuando en un término de una expgesién,se repita va-
rias veces un gismo factor, se adoptara para su representg
cion la notacion de potencia. As{, por ejemplo

hx b xh = ¥ = 6k

en donde 4 (base de la potencia) indica el factor que se
repite, y 3 (orden de la potencia, o exponente) indica el
numero de veces que se repite la %ase como factor. El re-
sultado numerico 64, recibe el nombre de potencia.
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Con referencia a las propiedades fundamentales de

L4

la potenciacion destacaremos las sigulentes propiedades
fundamentaleg:

, 1) la de ser distributiva resnecto de la multinli-
cacion v del cociente;

i11) la de ser distributiva respect e a
Yy de Ja restia;

Como ejemplo de la primera propiedad se tiene

(a.b) = a°, bc; en este caso hemos distribuido
la potencia que afectaba al parentesis, respecto de cada
uno de los factores del mismo.

;g_\c - g: i en este caso hemos distribuido la po-
\b/ pe

tencia que afectaba el!paréntesis,respecto del dividendo
y divisor de la fracci6n indicada.

Por la segunda propiedad fundamental,en (a + b)c,
no se debera distribuir la potencia. Para el desarrollo de
dicha expresion, enunciaremos mas adelante las reglas co-
rrespondientes a las potencias de polinomios.

a) Multiplicacién de Potenciag de Igual Base.

El resultado de la multiplicacidén de dos o mas po-
tenclas de igual base es una nueva potencia de la misma
base, cuyo exponente es igual a la suma de los exponentes
de las potencias dadas.

Ejemplo: 2
a3. Biud as = 53+2+5 al0

Una Justificacion de esta rezla resulta inmediata.
De momento que con al designamos el producto de n fag
tores iguales a a se tendra:
4 n
8 =8 . a ] a LI ] a

= m
B N=ass a g e A

L
_—

| od Bl
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a .ﬂ. =a‘a.a B;l,ﬂ,ﬂ e W a
n+m

n .

l.lm=a_8.8 DO a

n

a-2e al = a™™® como queriamos demostrar

)

b) DIVISION DE POTENCIAS DE IGUAL BASE.

Rl resultado de la divisidn entre dos potencias de
una misma base es una nueva potencia de la misma base,cuyo
exponente es igual al exponente del dividendo menos el ex-
ponente del divisor.

Ejemplo: A 4 n?'k e
= =

OBSERVACIOR. Se debera tener cuidado, al operar aplicando
estas reglas, de considerar a la potencia primera de cual-
quier base como tal, ya que el hecho de que la misma no
prasente, por comodidad de escritura, exponente escrito pg
dr{a dar lugar a confusiones.

Asi par ejemplo:

b a3 ! a2=31+3,+2 - a6

c) POTERCIAS DE EXPONERTE NEGATIVO

Efectuemos por ejemplo la siguiente operacion

g . (s, - S §
d.a‘.d‘.a' aa a = a%.a =

-
J

4
2 =
7
a a

81 hubieramos aplicado la regla enunciada para el cociente
de potencias de igual base, se habria obtenido:

E S o S
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De la observacidon de estas dos igualdade =
ce la siguiente regla: g s se dedu

Una cantidad elevada a una potencia negativa es
igual a la inversa de dicha cantidad elevada a potencia P
sitiva.

-b 1

b
a

En nuestro ejemplo numérico anterior,se observa:

-3

a = _}_
3

La propiedad reciproca a la enunciada tambien es
clerta observandose que:

I.b: 1
a-b

d) POTERCIAS DE EXPONENTE CEROQ

Como caso particular de la regla enunciada en "dp",
sl se tiene

B2 e K=
YTk M e K
a
sera: a3 g 0
a3 2

n L

! — all . .I .I-l

n —

a L
.-i .- - .. L a

‘-E.- =

7
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De la observacion de estas dos igualdades se des-
prende la siguiente regla:

La potencia cero de cualquier base es igual a la
unidad.

e) Potencja de potencig

Consideremos el prohlema de efectuar la siguiente
operacion:

Camy

es decir calcular la potencia m-ésima de la potencia n-ési
ma de la base a . De acuerdo a la definicion de potencia
se tendra:

{an}mnﬂn.l.ﬂ. 5 & a

es decir el producto de m factores iguales a a” . 81 al

segundo miembro de la igualdad anterior aplicamos la reglg
de producto de potencias de igual base, enunciada en el pa
rrafo a) , se tendra:

T
n (D@ n n ~s n n4n¢ ., . 40 =
(ats)rmiiamts T8 i s e A=A - gt

de donde se concluye la siguiente regla:

: Para efectuar la potencia m-ésima de la potencia
n-asima de una cierta base, se forma una nueva potencia de
la misma base, que tiene por exponente el producto de los
exponentes dados.

Asi por ejemplo:

%
) s At
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g P ) R

f) Signos de lag potencias de bage negativa.

Hasta ahora hemos considerado potencias de base po-
sitiva. Cuando se opere con potencias de base negativa, se
debera observar en lo que respecta al signo de las poten-
clas, las siguientes reglas:

1) Una potencia de exponente par de base negat va,
conduce a un resultado positivo.

11) Una potencia de exponente impar de una base pe-
gatiyva conduce a un resultado negativo

Asi por ejemplo:
(~3)2 = 9 -3 = -9

3 3

(=3)" = =27 -3 -27

Observemos detenidamente las expresiones de la pri-
mera fila. En las de la derecha el signo - no esta afec-
tado de la potencia 2 , es decir significa verbalmente
"menos la potencia segunda de tres"; y siendo la potencia
segunda esta, necesarlamente positiva, el resultado prece-
dido por el signo - sera negativo.

) En las expresiones de la izquierda el signo - es-
ta afectado de la potencia segunda, debiendo recordarse pa
ra justificar la regla enunciada,anteriormente= la regla
de los signos de 1la multiplicacion, que esquematicamente
decia:

mAsS pOr mas = mas
mAS por menos = menos

menos por menos — MAS

21.- RADICACION
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Se 1lama ralz m-é6sima de un mimero a todo, numero
que elevado a la potencia m-ésima sea igual al numero dag
do.

As{ se tendra:

m
ﬁ[‘;‘ == si b = a
y en un ejemplo numérico:
3 3
|/ 125 = 5 sl 53 e

en donde 125 (numero cuya raiz se busca), recibe el nom-
bri de radicando, o cantidad sub-radical, y 3 indice de la
raiz.

a) PROPIFDADES:
Un niimero no altera si se le extrae la raiz y se lo
eleva a la potencia del mismo grado. Asi por ejemplo
n

az (V2 )

Practicamente, cuando se presente tal caso se dira
gue se simplifican el orden de la potencia econ el {ndice
de 1a raiz, procediéndose a cancelar entre si los simbolos
indicadores de tales operaciones,

(nl/ a)“: .

b) NOTACION DE RAICES GOMO POTERCIAS DE EXPORENTE
FRACCIORARIO.

Notaremos

I|:/ [ P == al/m

[
H) H

—~ 17
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As{ habremos adoptado, para representar una raiz, una po-
tencia,de base igual a la cantidad sub-radical o radican-
do. y de exponente igual a la reciproca del {ndice de la
ralz. Por otra parte se cumpliran en esta notacidn de po-
tencia de exponente fraccionario,'Iag propiedades dadas
como corolario de la definicidn de raiz,

— a =y a - a

3
(l/m)m (e n/m
a

c) Como es natural gozaran las raices, de las mis-
mas propiedades enunciadas para la potenciacion:

1) 1a de ser distributivas respecto del producto y
del cocientej

11) 1a de no ser distributivas respecto de la suma
ni de la resta,

Asi se tendra como eJemplo de la primera propiedad
n n n
V a.b - |/ a ., |/ b

e B
aaes

y como ejemplo de la segunda propiedad, en

R
/ a+d+ec se destecaré que no debe distribuir

se la raiz respecto a los términos que forman el radicando.

d) Introduccidon de Factores dentro de un Radical.

Cuando se tiene un factor que mal%iplica a un radi-
cal, se lo puede introducir dentro del mismo elevandole a
potencia de orden igual al indice de la raiz. Se tiene as{:

Py
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a ., i/_;— - : a3 .

e) Para las operaciones de producto de raices de
igual radicando, raiz de raiz, raisz de potencia, y poten-
cia de raiz, es recomendable emplear la notacidn de poten-.
cia de exponente fraccionario y aplicar las propiedades ya
vistas relativas a la potenciacion.

Asi por ejemplo

m  —— n 23 1/m 1/n %r
Va.l/a — S W = a

o

= Lo

3
‘
o
B
|
P ——
]
|
L —_—
1
1+ ]
b |
Bl -
1"
"8
=]

m/n

—
b= )
m |
—
=
I
—————
w
H
~
o |
[
Bl
Il
=
=1l
H
]}
-]

22,- POLIKOMIOS.

Designaremos con el nombre de monomios a t}que]_las
expresiones algebraicas que constan de un solo termino,
Asi por ejemplo:

i oK ;5a2b2;l2x16.a.x'2 ;
son monomios.

Designaremos con el nombre de pol}nomioa a aquellas
expresiones algebraicas que constan de mas de un término.
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(Como casos particulares de estos ultimos, observamos los
bi?omios y trinomios, con 2 y 3 términos respectivamente,)
As

2t g 3. = §-4. 34 5%x =2 x° 3 E5 a2 b+3 a b +2 b

son polinomios.

a) GRADO DE UN POLINOMIO, en relacidén a una determi
nada letra, es la potencia de mayor orden en cualquiera de
sus términos. Asi por ejemplo, se dird que

L b 2
x 4+2x -5x 4+x-3
es un polinomios de cuarto grado.

b) Un polinomio se dira Coepleto cuando presente to
dos los exponentes intermedios entre el mayor (que deter-
mina el grado) y el menor.

c) Un polinomio se dira QOrdenado respecto a una le-
tra cuando las potencias de sus sucesivos tarminos,respec-
to a esa letra_sigan un orden determinadoj ascendente o
bien descendenfe.

Asi el polinomio:

5 12 -3 xl+ -2 x3 + x5 -x 42

se escribira ordenandolo en forma descendente:

L
xs =T} AgV oD 134-5 x2 -x 42

d) Se 1llama término independiente de un polinomio
en una determinada letra (x, y, a, etc) a aquel término
que no presente dicha letra. o

Asi en el polinomio anterior en la letra x , el
término independiente sera el Ultimo, siendo su valor 2.

23.- OPERACIONES CON POLIROMIOS.

a) Suma de Polinomios.
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Para sumar dos o mas polinomios se suman los coefi-
cientes de los terminos seme jantes.

Si los polinomios estan ya ordenados se dispondra

esquemAticamente la suma de los mismos de la siguiente ma-
nera:

e I S
D s 3

5 13 -3 12 N S = 2

En la prﬁctica cuando se opera con polinomios no or
denados, se los debera ordenar primeramente y, eventualmep
te, en caso de tratarse de polinomios incompletos, conven-
dra completar los terminos que faltan, agregando %erminos
de coeficiente cero, o dejando en blanco el lugar corres-
pondiente a dichos terminos.

As{ por ejemplo para sumar los polinomios

3 2 L
2 x4+ 5x -3+4+2x ) 4 3x+21-512

se los dispondra de la siguiente manera:
Sx3+2::2—2x-3
3 xy-k 0 13 -5 x2-¥ 2x+ 0

3 xu-k 5 x3 -3 xz-F 0x -3 que se escribiré:
3xt4 50 -3 243

b) Multiplicacidn de un Polinomio por un Monomio.

Supongamos que se quisiera efectuar la operacidn de
multiplicar

(a+Db+c) % d
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que equivale a considerar d sumandos iguales a (a+Db+c).

Se tendra:
d
(a+b+c) d = (a+b4e) + (atb4c)+ ... +(atbde)
d d d

- ata+ ... +8+b+b+ R +b4c+c+ :T':-rc

= ad+bd+ec d
De la observacidon de la descomposicidn anterior se desprepn
de la siguiente regla:

El resultado de multiplica; un polinomio por un mo-
nomio es igual a la suma de los términos que se obtiensn
multiplicando el monomio por cada uno de los terminos del
polinomio.

Asi{ se observara:

1) (x4y) a= ax4ay

11) (x-y) a= ax-ay

1) (2 P43) 2= 2 X 4122

iv) (513-3124-2)212:10:5-6:“-4-‘012

¢) Multiolicacion de dos polinomios entre ai.
Consideremos por ejemplo el problema de zultiplicar:
(a+b) X (x+y)
E1 en el producto anterior sustituimos uno de los faotores.
por ejemplo (x+y) por un simbolo m tal que sea: m =
= (x+ y) se podréd escribir:
(a+b)X(x+y) = (a4b)-m

Elaborando el segundo miembro de esta nueva expresién con-
forme a la regla anunciada anteriormente, se tendri;

| =
| cis W
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(a+b) m=am+bm

sustituyendo ahora m por su igual (x-+y), la anterior
leeara:

(a+Dd) (x+y) = a (x+y) +b (x+y)

Aplicando a cada término del segundo miembro la regla e-
punciada en b) se tendra:

(a+Db) (x+y) = a x4+ay—+bx—+Dbdy

De la observacién de la anterior se desprendera la
siguiente regla:

El resultado de multiplicar dos polinomios entre
gi es igual a la suma de los te;minos que se obtiensen
multiplicando cada uno de los terminos del multiplicando.

As{ se observara:

1) (2 a4+30b) (m+n) =2 am+2an+3 bm+ 3bn

Observacidn

£ Cuando los polinomios a multiplicarse tienen sus
tarminoe ordenados segun potencias de una misma letra, se
recomienda, a fin de obtener resultados ordenados, proce-
der de 1a manera dispuesta a cantinuacidn:
L]
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Sea por ejemplo el problema de multiplicar los po-
linomios:

3x2+3x—2 y 2 x -1

8i los mismos no estuvieran como en este caso ordenados

A

segun potencias decreciemtes de x se procedera a orde-
narlos, disponiendolos luego en la siguiente forma:

2
3 X33 X= 2
2 x -1

6 x3+ 6 x2 -4 x
-3 12 iy o O e B

6x3+3x2-7x+2

d) Divisién de un polinomio por mp monomio.
GLA:

&

Como consecuencia de la propiedad distributiva del
cociente respecto de 1la suma, el coeiente de dividir un po
linomio por un monomio sera igual a otro polinomio de gra-
do igual a la diferencia de grados entre el dividendo y el
divisor, y que tiene por términos, el cociente de dividir
cada uno de los términos del dividendo por el monomio divi
sor.

Asi por ejemplo:

(2x2-3x+2)+‘+ =4 x- 34 x + %

(3 x3-+ 2 x2-- X)=-x= 3 12

e) Divisidén de un polinomio por otro polinomio.

Dividir un polinomio por otro polinomio significa
encontrar un tercer polinomio de grado igual a la dife-

ESPe - 1

3
jeldt
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rencia de grados entre el dividendo y el divisor, y tal
que multiplicado por el divisor, restituya el dividendo.

Para encontrar el polinomio cociente se procedera
siguiendo la siguiente regla:

1) Se ordenan tanto el dividendo como el divisor
segun potencias decrecientes (o bien crecientes) de una
misma letraj

2) Se halla el cociente parcial de dividir el pri-
mer tépmino del dividendo por el primer término del divi-
SOr.

3) Se multiplica este cociente parcial por cade
uno de los términos del divisor.

4) Serestanordenadamente del dividendo estos pro-
ductos as{ obtenidos (OBSERVACION: para que la operacidn
de resta sea miAs simple, al efectuar los productos del cg
ciente parcial por cada uno de los terminos del divisor
se le asignarén signo .contrario a los que por regla les
corresponden, procediendo a sumarlos al dividendo en veg
de restarlos.

5) Se divide el término de mayor grado del dividen
do as{ formado por el término de mayor grado del digisor,
y se repiten los pasos 3 ¥ 4 hasta agotar la division.

El resultado final de la operacidén puede responder
a uno de los dos casos siguientes:

a) que el dividendo sea exactamente divisible por
el divisor.

b) que el dividendo no sea exactamente divisible
por el divisor.

En el primer caso la secuencia propuesta en el pun-
to 5 se agotara cuando el producto (cociente parcial por
divisor), que de acuerdo al paso 4 se sustrae del divi-
dendo, resulte igual al mismo, produciendo en consecuencia
un resto cero.

En el segundo caso llegara un momento en que los su
cesivos dividendos alcancen un grado inferior al del divi-
gor. El primer valor del dividendo con tal propiedad reci-
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be el nombre de resto.

Esquematicamente, y como consecuencia de la defini-
cion dada al comienzo de este parrafos

Rividendo _ Coclente 4+ —nesto

Divisor ™Y Divisor

Resultando en consecuencia:

Dividendo = Cociente X Divisor -+ Resto

Tratese por ejemplo de efectuar la siguiente divi-
8idn de polinomios:

(xs-kxu+9x3-1312+6x) 3(12-2x)

A tal efecto dispondremos dicha operacidn de la si-
guiente manera: _
B )

—)
DIVIDENDO DIVISOR
15-#xl'+9x3-13124-6x L 2‘
5 " xX -2x
X i2=‘r
- 211'+9x3 x3-212+5x-3r
At i COCIENTE
5 X - 13 x°
-5 x3 410 x°
- 3;2'—4}—61
+312—6x
0 RESTO
‘\-——/

Resultara as{ el cociente igual a x5 - 2 xz+5 x -
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Segin la definicidén de cociente, este polinomio se-
ra tal que multiplicado por el divisor restituya al divi-
dendo.

En efecto; multiplicando dichos polinomios se tiene

3 FARG T

x =2 x2 +5x- 3 COCIERTE
pIViSOR 3 At

15 - 2 x’+ -+ 5 13 -3 x2

- 2xl++\+x3-1012+6x

x’ - kxl*+9x3 - 13 x2+6x DIVIDENDO
—— J

B el

81 al efectuar la divisidn entre polinomios no se
llega como en el caso anterior a un resto cero, se dispon-
dran los resultados de la siguiente manera:

Supongamos se quiera efectuar el cociente antre

2
(2 x3 -3x+4+2x-5) vy ( x45 ) para lo cual dispone-
mos estos dos polinomios en la forma Que es habitual

DIVIDENDO ::: W

2 e
2 - 3x°+2x -5 , x+5 DIVISOR
-2 1 -10%° 2 32 _ 13 2467
SRaeaet o 3 Cc;ocxmz
413 x $65 x
67X ¥ -5
_67 x - 335

- 340 Jtu
Resultando:
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2xX -3x°42x-5) (x+5) =21 -13 x+67+13;1+_<5)

Una comprobacion de la exactitud de esta division se
la obtiene efectuando el producto del cociente hallado por
el divisor, y sumandole el resto, debiendo obtenerse como
consecuencia de la definicion de cociente, el dividendo.

En este caso particular se tiene:

2 x° - 13 x4+67  COCIERTE

e+ 5 DIVISOR

R 2
2 x°’-13 x +67 x
10 x°- 65 x +355

2 - 3 12+2 x -+335
- 340 RESTO '

2 x3- 3 x2-f LS S 5 DIVIDENDO

que comprueba la exactitud de la division efectuada.

24.- TABLAS NUMERICAS PARA LA OBTENCION DE CUADRADQOS, CUBOS,
RAICES CUADRADAS Y RAICES CUBICAS.

En paginas 2 a 17 de las TABLAS MATEMATICAS, de Fd-
ward Allen con la denominacion CUADRADOS, CUBOS, RAICES CUA
DRADAS Y CUBICAS, CIRCUNFERENCIAS Y AREAS se tienen tabula-
dos los respectivos valores para los numeros naturales en-
tre 1 y 1000.

La disposicion de la tabla de la que estudiaremos
sus cinco primeras columnas, hace que resulte inmediata la
determinacidn de un cuadrado, cubo, raiz cuadrada o ciibica
de cualquier nimero natural comprendido entre 1 y 1000.

Observemos la trancripcidn de las 5 primeras filas
de la tabla segun aparecen en la pagina 16.

P
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No. Cuad. Cubo Raiz Cuad.| Raiz Cub.
B75 | 765,625 | 669,921,075 | 29,5804+ | 9.5647
876 | 767,876 | 672,221,376 | 29.5973 | 9.5683
877 | 769,129 | 674,526,133 | 29.61k2 | 9.5719
878 | 770,8 676,836,152 29.6&11 9.5756
879 | 772,641 | 679,151,439 | 29.6479 |9.5792

La forma de consultar la tabla es la siguiente:

a) Se entra a la misma por la columna de la extre-
ma izquierda, sefialada con la denominacion No, y se resba
la por la misma hasta encontrar el numero cuya potencia o
ralz se busca.

b) En una misma linea con dicho nimero se tendra
en la columna segunda, tercera, cuarta y quinga respecti-
vamente, el cuadrado, cubo, ralz cuadrada y cubica de di-
cho numero.

Cuando el nimero cuya potencia o raiz se guiere dg
terminar no figura en la tabla, se procedera segin los s8]l
guiente casos:

1) 81 el nimero en cuestidén esta comprendido entre
dos numeros que figuran en la tabla se procederé seghn el
siguiente ejemplo: Supongamos se quiera hallar la raiz
cuadrada de 876.3, nimero comprendido entre 876 y 877.

Como 1a raiz cuadrada varia en forma continua el
variar el numero, la rai{z de un numero comprendido entre
otros dos, estara comprendida entre las respectivas rai-
ces de dichos nimeros. Asi se supondra que la raiz cuadra-
da de 876.3, cuyo valor se quiere determinar, estara com-
prendida entre las raices de los numeros 877 y 876, ambos,
nimeros de nuestra tabla.

Dispondremos las raices en cuestién, segun el si-

guiente cuadro,
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-

BUOUMERDO Rz. Cuadrada

29.6142

3
LT
(W VL

QeoxXe
I e

22.9973

A= 0.0169

y efectuaremos el siguiente razonamiento:

51 cuando el nlmero varia en 1 unidad, la raiz va-
rfia en 0.0169, nos preguntamos que variacion en la raiz
correspondera a una variacion de 0.3 en el numero. Razogg

miento que tiene su expresidn en la siguiente relacién &
regla de tres:

1 0.3
0.0169 - X

en donde .x, que representa la variacidn de 1a rafz busca
da, resulta:

x = 0.0169 x 0.3 = 0.00597

Sumando este incremento o variacidn, al valor dado para la
raiz de 876 se tiene

29.5973

,/876.3 = %

resultado que redondeado en 4 cifras decimales se eseribi-

ra:
J8?6.3 = 29.6024

r = - b i et e s BT o
_ Una _forma de comprobar si el resultado _es factible
de ser cierto,nos 1a da el hecho de que esta raiz cuadrada
Lallada por “nterpolacidn; debe estar comprendida entre :
%gs raices cuadradas de 87é y 877, hecho que podemos veri-
1car.

]

L
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OBSERVACION:

Se procederé en forma completamente similar a la ex
puesta, en el caso que se deba interpolar mas de una cifra
decimal.

Calcular interpolando los valores dados por la ta-
bla, el cubo de 187.32. Disponiendo los valores tabulares
en 1s forma acostumbrada se tendra:

Namero Cubo . 0
188 6,644,672 a0 = ol z
187 6,539,203 X = 105,469 x 0.32
X = 33,750.08
+ 0733195, 08

(187.32)3 o 6’5?27953-08

11) 81 el nimero en cuestién no esta comprendido ep
tre los numeros dados por la tabla, se le multiplicara por
cgnvenientes potencias de diez para referirlo al caso antg
rior.

A§i por ejemplo si se quiere calcular f0.00085 se
procedera de la siguiente forma: '

1/0.00085 = /Q,Qgggﬁ5 1Q5 = JS—-E
/1? 107

o para maror comodidad.

/0.00085 = V85 = {850 = /8_50
J166

] 10

gy |
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la eleccion del orden mas conveniente para la potencia
de diez, seils en el caso anterior, dependera de la ca-
pacidad de la tabla, hasta 1000 en la de Allen, y or-
den de la rafz, tratiandose en lo posible de lograr una
simplificacion entre el orden de dicha potencia y el
indice de 1la raiz, facilitando as{ la correspondiente
divisién numérica.

Como regla practica, para el calculo de raices
cuadradas de numeros que no figuren en la tabla, podra
sugerirse multiplicar o dividir el mismo por potencias
pares de 10, reservando para lag raices cubicas, las
potencias de 10 de exponentes miltiplos de 3.

25.- LOGARITMOS.

Se 1llama logaritmo en base a (positiva y dis-
tinta de uno) de cualquier numero (positivo) a la -
tencia a que hay que elevar la base para obtener e nn
mero dado.

As{ se escribira:

log b c

cumpliéndose por definicién a
consecuencia R b
a €a =D

Numéricamente se tendra:

log2 32 = 5 porque 25 = 32
3
log3 2724=11"33 porque 37 = 27

Resulta como consecuencia de la definigién, que
existen infinitos sistemas de logaritmos, segiin se 1le
asignen valores (positivos y distintos de 1) a la base
a. 5

En la practica se trabajara casi exclusivamente
con logaritmasde base 10, a 1los que llamamos logaritmos

<

El 2 0
~ e
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vulgares, decimales, o de Briggs. (Dado este nombre en
honor del matematico inglés que por primera vez calculo
y public6 una Tabla de lozaritmos.) Otro tipo de loza-

ritmos, llamados naturales o Neperianos, considera como
base un numero trascendente del analisis, el numero e .

OBSERVACIONES:
1) En cualquier sistema de logaritmos el logarit

mo de la base es igual a uno.

Asi por ejemplo:

loga a= 1 yaque al = a.

2) En cualquier sistema el logaritmo de la uni -
dad es cero.

Asi se tiene:
o
log, 1l =40 yaque a =1

3) S1 la base, que debe ser positiva, se tora ma
yor que 1, cada namero mayor que uno tendra un logarit-
mo_positivo, y a cada numero menor que uNQ le corres-
pondora un logaritmo negativo. (Inversamente ocurrira si
se coasidera la base menor que uno). .

56.- PROPIEDADRS FUNDAMENTALES DE LOS LOGARITMOS.

1) Logaritmo de un producto.
En una base cualquiera el logaritmo del producto

de dos nimeros (positivos), es igual a la suma de los
logaritmos de los factores.

log, (b.c) = log, b 4 log, ¢

En efecto: en virtud de la definicion de logaritmo se
tiene:
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b= al%%,P ¢ = al%a €

multiplicando m.a.m. se tendra:

1 b
bxec= a B2 x aloga =

PR alogab + log, ¢

que nos dice: (loga b + loga ¢ ) es la potencia a que

hay que elevar 1la base "a" para obtener bxec¢ . En vir
tud de la definicion de logaritmo se tendra entonces:

loga (b xe¢) = loga b +—loga c

11) Una extensién de ésta propiedad nos conduce
a la siguiente:

log, (bxexdxe) = log_ b+ log ¢ +log_ d+log. e
a a a a a

111) Logaritmo de un cociente.

, En cualquier base el logaritmo del cociente de
dos numeros (positivos) es igual a la diferencia entre
el logaritmo del dividendo y el logaritmo del divisor.

As{ por ejemplo:

loga (=)= log, b - log, c

0|

En efecto; de la igualdad

£' XKoo=

Py
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Se deduce, al aplicar el teorema anterior
b =
log, ( - ) + log, ¢ = log, b

de donde:

log, ( o

= B loga b - loga c

iv) Un caso particular de esta propiedad se ob-
tiene al considerar b =1 . Se tiene asi:

log, ( % ) = - log, ¢

A esta cantidad (-log_, ¢ ) se la designa con el
nombre de gologaritmo. =

v) Logaritmg de una potencia.

s Bl logaritmo de una potencia cualquiera de un
nimaro positivo, se obtiene multiplicando el exponente
por el logaritmo de la base de la potencia.

As{ por ejemplo:
c
log, W (e xlogab

En efecto: en vitud de 1la definicion de logaritmo se
tiene:

()
b = a1 g b

elevando ambos miembros a_la potencia c se tendré:

bc Zeecox logy, b

que nos dice que: (¢ x loga b) es la potencia a que hay

que elevar la base a para obtener el mimero b®. Sera
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en consecuencia:

log, b = e x log, b

vi) Logaritmo de una raiz.

Como una congecuencia de la propiedad anterior se
tiene que el logaritmo de una ralsz es gual al cociente de
dividir el logaritmo de la cantidad sub-radieal por el in-
dice de la raiz.

Asi se tiene:

n &

loga I~=B

27.- LOGARITMOS DECIMALES .

Como se recordara,denominamos aa; a aquel sistema
de logaritmos que adopta ecomo base el numero 10.

I
=
O
o
]
o
=
]
=
R
P
O
R
o

De ahora en adelante, al referirnos a los logarit-
mos decimales, escribiremos log x en lugar de loglo X

De acuerdo a la definicidn de logaritmo, se obser-
va que las potencias enteras de 10 tendran por logaritmo,
el orden de la potencia.

As{:

log 100 = 2 ya que 102 = 100

log 100,000 = 5 ya que 105 = 100,000

log 0.1 = -1 ya que 10‘l — _i.a = 0.1

log 0.01 = -2 ya que 1072 =— -1_2_ - 0.01
10

Asi, los numeros que estan comprendidos'entre poten

’

clas enteras de diez, tendran por logaritmos numeros com-
prendidos entre dichas potencias.
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Los logaritmos decimales estan en consecuencia, for
mados por una parte entera que recibe el nombre de caractg
ristica, y una parte decimal llamada mantisa.

As{ se tiene:
log n= c+nm

en donde ¢ , la caracter{stica, se determina siguiendo
una de las siguientes reglas:

Regla 1.- La caracteristica del logaritmo de un nu-
mero mayor que uno, se obtiene disminuyendo en una unidad
el nimero de cifras de la parte entera.

Regla II. La caracteristica del logaritmo de un nu-
mero positivo menor que 1, tiene tantas unidades negativas
como ceros precedan a la primera cifra significativa del
numero.

y m, la mantisa, se obtiene consultando la tabla de lo-
garitmos decimales.

ROP DE LAS MANTISAS DE LOS LOGARITMOS DE DOS HNUMEROS
QUE DIFIEREN EN POTENCIA ENTERA DE 10.

La mantisa de logaritmo decimal de un numero no al-
tera cuando se multiplica o divide al numero por una poten
cia entera de 10. En efecto:

log ( bx10® ) = log b + log 10°

Do D w0 5

log b+ n

como n se considerd un numero entero,queda as{ demostra-
do que su valor no altera el valor de la mantisa.

TABLAS DE LOGARITMOS DECIMALES:

Estudiaremos las provistas en la coleccidén "Tablas
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Matematicas" de Edward Allen. En ella aparecen las mantd-

sas de los logaritmos de nimeros de cuatro cifras, calcu-
ladas estas mantisas con seis decimales.

Por la disposicion de la tabla observamos que la
misma eg a doble entrada. Para leer,en este tipo de pre-
sentacion tabqlar,,el valor de la mantisa que corresponde
a un determinado nimero, se deberai resbalar verticalmente
por la primer columna de la tabla, hasta llegar a una 11-
nea que tenga como cabecera las tres primeras cifras sig-
nificativas del nimero cuya mantisa buscamos; y desplazar-
se luego horizontalmente por esta linea hasta llegar a una
casilla cuyo encabezamiento corresponda a la cuerta cifra
del namero buscado. En esa casilla se podra leer la manti-
sa del logaritmo del nimero buscado.

: Para fijar mejor las ideas efectuemos un ejercicio
numerico, Supongamgs que se quiera buscar el logaritmo del
numero 6843. Para ésto procederemos de la siguiente manera:

1) Calculamos 1la caracter{stica que corresponde al
logaritgo de este numero; 3 en este caso, ya que se trata
de un numero de cuatro cifras,

2) Buscamos la mantisa que corresponde a este nume-
ro. Procediendo en la forma indicada en el parrafo anterior
resbalamos a lo largo de la primera columna de 1la tabla
hasta encontrar el numero 684 (pagina 45) y luego nos des-
plazamos horizontalmente hasta colocarnos debajo de la co-
lumna encabezada. con el nimero 3. (Habremos llegado asi,
con esta doble entrada, a la posicién que le corresponde en
la tabla al nimero 68%3). En este lugar hallamos la segunda
tercera, cuarta, quinta y sexta cifra correspondiente a la
mantisa del logaritmo de 6843. Las dos primeras cifras de
la mantisa del logaritmo buscado, por no variar muy rapida
mente, permanecen constantes para unos cuantos numeros, y
tal es la razon por la que se omite su escritura para cada
numero. Estas dos primeras cifras, 83 en este caso, aparg
cen a la izquierda, en la columna encabezada con la cifra
O, correspondiendo las mismas a todo el gruro demarcado en
tre trazos horizontales.

En nuestro ejemplo se tendra que la mantisa de 6843
es igual a 0.835247 ; de la cual las dos primeras cifras
comunes al grupo son leidas en la columna O a 1la altura

3N
Py
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del nimero 677 y las (ltimas cuatro son leidas en la in-
terseccion de la fila correspondiente al numero 684 con
la columna corréspondiente al numero 3.

Se tiene asi, que el logaritmo decimal del nimero
6843, correcto con 6 cifras decimales sera:

log 6843 = 3 -+ 0.835247

(:Ei:cte- mantisa

ristica

Este resultado se escribira:

log 6843 = 3.835247

Si se quisiese calcular el logaritmo de un numero de menos
de cuatro cifras, se trabajara de idéntica manera, recordan
do la propiedad ya vista que dice: la mantisa del logarig-
mo de un numero no altera si se multiplica o divide al nu-
mero por una potencia entera de diez.

Si para fijar las ideas quisiéramos por ejemplo de-
terminar la mantisa del logaritmo de 276, como ésta sera
igual a la que corresponde al logaritmo de 2760, se tendra
en la tabla corrispondiendo a tal valor el numero ¥+0909.
Como la caracteristica de 276 es 2 se tendra

log 276 = 2.440909

28.- Busqueda del logaritmo de un numero que no figura en
1a tabla.

Sea por ejemplo nuestro problema buscar el logarit-
mo del numero 5682.3 . Vemos de inmediato que por tratarse
de un nimero de cinco cifras, escapa al alcance de la ta-
bla, que solo abarca numeros de hasta cuatro cifras. Para
obviar este inconveniente interpolaremos linealmente los
valores nimericos provistos por nuestra tabla de logarit-
mos. Al efectuar la interpolacion se establece el siguien-
te supuesto: por ser el logaritmo una funcion continua de
una variable continua,ocurrira que, a pequefias variaciones
de la variable corresponderan pequefias variaciones de 1la
funcioén. Esta proniedad de las funciones continuas es la
que justifica el siguiente razonamiento:

=7
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La tabla provée la mantisa uel logaritmo de 5682,
que es 0_75&501, y lg mantisa de logaritmo de 5683,que es
0.754578 . Como el nfimero cuya mantisa se quiere determi-
-nar, 9682.3 esta comprendido entre 5682 y 5683, su mantisa
estara comprendida entre las correspondientes mantisas. Eg
quemdticamente esto se sintetiza de la siguiente manera:

5682 < 5682.3 < 5683
log 5682 < log 5682.3 < 1log 5683

Consultada la tabla cambiaremos las anteriores de-
sigualdades por el siguiente par

5682 < 5682.3 < 5683
3.754501 < log 5682.3 < 3.754578

Ante las que efectuamos el siguiente razonamiento: cuando
la variable varia en una unidad de la cuarta cifra (de
5682 a 5683) la mantisa varfa en 71 unidades de la sexta
cifra ( de.754501 a .754578), en consecuencia a una varia
cion de 0.2 unidades de la variable corresoondera una va-
riacion de x unidades de la mantisa. Este esquema equi-
vale a resolver la siguiente regla de tres:

1 e 0.2
N

de donde x , incremento o variacidén de la mantisa resul-
ta:

x =0.2 x 7.1 =14.2

que nos dice que a una variacioén de 0.2 en la variable co-

rresponde una variacion de 14%.2 unidades de la sexta cifra
en la caracteristica.

Consecuentemente, el logaritmo del numero S§82.2 se
obtendra sumandole al logaritmo de 5682 la variacidn que
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se acaba de calcular,
A fin de trabajar ordenadamente dispondremos nues-
tros calculos de la siguiente manera:
loz 5682 = 3.754501
L = R N .2 14,2
log 5682.2 = 3,75451k

OBSERVACION: el incremento de la funcion, /1 en este ejem-
plo, suele indicarse tanto con el simbolo A como con 1la
abreviatura dif,

29.- Empleo de las tablas de parteg proporcionales en la
busqueda de logaritmo de un numero que no figura en
la tabla.-

A fin de evitarnos el trabajJo de estar resolviendo
un problema de regla de tres, cada vez que se deba buscar
el logaritmo de un nimero que no figura en la tabla, recu-
rriremos a las tablas de partes proporcionales que }1guran
en la parte inferior de cada pagina de nuestra tabla de 1g
garitmos. Ellas no son otra cosa que tablas de multiplicar,
en donde uno de los factores se considera igual al incre-
mento de la variable y el otro igual a la diferencia tabu-
lar o incremento de 1la funcién. '

Habiamos visto en el nimero anterior que para resol
ver la regla de tres que planteamos, se debia multiplicar
el incremento de la variable por la diferencia tabular ob-
servada. Precisamente el resultado de esta multiplicaciédn
se halla en la interseccion de la fila correspondiente a
la diferencia tabular observada con la columna correspon-
diente al incremento de la variable. Siguiendo el ejemplo
anterior se observa en la interseccion de la fila corres-
pondiente a una diferencia tabular 71, con la columna co-
rrespondiente a un incremento de la variable de .2, el va-
lor 1&.2, que indica la cantidad correspondiente a la va-
riacion de la funcion para una variacion de la variable de
.2.
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La presentaci6n ordenada de los resultados, empleap
do la tabla de partes proporcionales, observara la misma -
forma que la vista en el parrafo anterior.

Cuando se busca el logaritmo de un numero de mas de
cinco cifras, 6 por ejemplo, se deberan interpolar dos ci-

fras en la variable, 1o que es resuelto en la forma corrien

te si se trabaja directamente resolviendo la regla de tres.
Para emplear en este caso la tabla de partes proporciona-
les, se debera trabajar cifra por cifra, interpolando pri-
mero la quinta cifra tal como se hiciera ante; iormente y
cuidando al interpolar la sexta cifra,de correr la ubica-
ci16n del punto decimal en un lugar hacia la izquierda.

Ejemplo numérico: Consideremos .por ejemplo la biis-

queda del logaritmo del ntmero 8654.63, que dispondremos
de la siguiente manera:

log 8654 = 3,937217

A=50; p.p .6= 30
P.p .03= Tl -5,
log 8654.63 = 3.937258 5

log 8654.63 = 3.937259

resultado que redondeamos reforzando en una unidad la sex-
ta cifra. La parte proporcional correspondiente a .6 0 sea
30, es lelda direétamente en la tabla, mientras que la par
te proporcional correspondiente a .03 o0 sea 1.5 se obtiere
desplazando un lugar hacia la izquierda la posicidon del -
punto decimal que muestra la tabla, 15 en este caso,

30.~ Interpolacién ep la bfisqueda de antilogaritmos.

Hasta ahora se ha considerado el problema directo,
es decir dado el nlmero se pide determinar su logaritmo.
Consideraremos ahora el problema inverso o sea: conocido
el logaritmo, encontrar el numero al cual corresponde. A

P
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esta operaciég inversa se la designa con el nombre de an-
tilogaritmacion.

S1 se tiene por ejemplo:

log x= a
se tendra:

antilog a

"
™

Para la determinacion del antilogaritmo de un nime-
ro se empleara la tabla de logaritmos, entrando por el va-
lor de la mantisa o parte decimal y con§1derando la parte
entera o caracteristica para la afijacidn del punto deci-
mal en el resultado.

De esta forma si por ejemplo se quisiera determinar
el antilogaritmo de 2.635584, la mantisa buscada en la ta-
bla me conduce al numero 432.1, entendiendo que tiene tres
cifras enteras ya que la caracter{stica sy 2 en este caso,
asi{ 1o indica.

Inmediatamente se comprende que al buscar el anti-
logaritmo de un nimero, muy dificilmente figure éste en
la tabla. Si por ejemplo hubieramos buscado el antiloga-
ritmo de 2.635624,no obtendriamos un resultado exacto. Pa-
ra obviar esta dificultad es que se procede a interpolar
al buscar un antilogaritmo que no figura en la tabla,

Para llevar a cabo esta interpolacién se efectiia el
siguiente razonamiento: como la mantisa 635624 esta com-
prendida entre 635584 y 635685 (que son respectivamente -
las mantisas de los logaritmos de los nlimeros cuyas prime-
ras cuatro cifras significativas son 4321 y 4322) a ella
le correspondera un numero comprendido entre estos dos. Se
tendra asi que a 635624 correspondera,(no considerando la
ubicacion del punto decimal) un nimero mayor que 4321 y me
no que 4322, Para determinar el incremento correspondien-
te, se plantea la siguiente regla de tres: cuando la manti
sa varia en 101 unidades,diferencia entre 635624 y 635685,
el correspondiente nimero varf{a en una unidad de la cuarta
cifra, luego,a una variacién de 40 unidades en 1la mantisa
correspondera una variacion proporcional en el numero. Es-
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quematicamente

Se tendra:

101 1
Lo = x
de donde resulta el valor de x , incremento del nimero
x =40  _ 0,396
101

expresado en unidades de la cuarta cifra.

Esta operacion puede ser resuelta en una primera -
aproximacion empleando las tablas de partes proporciona-
les provistas por las tablas de logaritmos. Para ésto. una
vez determinada la diferencia tabular, 101 en este caso,se
entra a la tabla buscando en la fila correspondiente a di-
cha diferencia tabular, a que nimero corresponde el valor
40, As{ en esta forma se cambia el sentido de consulta a
la tabla eatrando por el numero Yy saliendo por el encabeza-
miento de la columna. El valor 40 no figura en la tabla,
pero un valor proximo, 40.4 aparece en la columna del k4,
por 1o que a nuestra diferencia correspondera un numero al
go inferior a 4. Fl determinar la magnitud de esta aproxi -
macion llegaria a resolver una nueva regla de tres, por lo
que este metodo se recomienda tan solo para dar una prime-
ra aproximacion del incremento correspondiente a un antilo
garitmo cuando la mantisa no figura en la tabla.

31.- Logaritmos naturales o neperjanog.

Son aquellos que tienen como base del sistema, el -
nimero e del anélisis, en donde, como Se vera mas adelan
te n 7
e = 1lim ( 1+-1- ) Yy en numeros:

n- 0o e

e = 2,718828

S1 bilen en los caleculos logaritmicos corrientes se
emplean casi exclusivamente logaritmos decimales, los pro-

Prii
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blemas logar{tmicos del calculo infinitesimal se expresa-
rdn exclusivamente en sistemas de base e . Veremos, por
tanto, la relacidén que hay entre estos dos sistemas de lo-
garitmos.

Por definicién de logaritmo se tiene:

en base a en base e
X
X = 8loga = - X X = eloge 3. 2.8
logaritmando en base e logaritmando en base a
ambos miembros ambos miembros
loge X = loga X . 1og= a loga Xe= - -TOPMET, o log, e.

de donde resulta:

1§
log, €

logg x = LOZ, 3 Xoups
y reciprocamente

log, x = loge e 0y P U e

loge a

Especiricamente, para el caso de logar;tmos decima-
les y en base e , resulta la siguiente relacion:

lg x = log x-—l—-—- = 2.3026 . log x
log e
y rec{procamente:

1
lg 10

log x = 1g x = 0.4326 . 1g x

formulas é;tas que permiten expresar el logaritmo neperia-
no de un nimero, conocido su logaritmo decimal, asil como rg
solver el problema inverso.
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32.- VARIABLES:

Ya se habld al presentar los numeros reales sobre
como los nimeros dotados de signo sirven para medir seg-
mentos de recta cuando se les considera orientados. Es ng
cesario que nos ocupemos de éstos en forma mas precisa.

Una recta x cualquiera.puede ser recorrida en -
dos sentidos distintos y opuestos, a los que llamaremos
respectivamente positivo y negativo. (Se acostumbra asig-
ndr al sentido de izquierda a derecha el signo positivo,
y al sentido contrario, de derecha a izquierda,el signo
negativo).

Fijado sobre la recta x un punto O, al que llamg
remos origen, y fijada ademas una unidad de medid cada
punto P de la racta esta situado a una distancia del
origen, que esta medida por un numero bien determinado,
al e correspondera signo positivo o negativo segun se en
cuentre el punto P a la derecha o a la izquierda de O.

Asi se hace corresponder al punto P de la recta x
un numero p , al que se designa con el nombre de abscisa
del punto P. Reciprocamente, dado un numero a, existe sg
nie la recta un punto A tal que la medida de la distancia
01 sea igual a a, es decir admite el nimero a como abs
cisa,

Resulta de ésto que al origen O, tomado sobre la
recta, habra de corresponderle una abscisa cero. Asimismo
resulta que la abscisa de un punto fijo M sobre la recta,
varia al variar el punto que se considere como origen, y
al variar la unidad de medida que se considere.

Se observa que,para un sistema fijo, es decir para
una dada posicion del” punto origen 0, y una dada unidad de
medida, la abscisa de un punto M depende exclusivamente de
la posicion del mismo sobre la recta.

Dadg_sobre una recta un sistema de referencia,la
distancia entre dos puntos A, B, de abscisas respecti-
vamente 1g§gles a ayhb, esta dada por la diferencia de
abscisas, A b - a en tanto se considere b > a .



34

-2 - G P g

AB = h (-2) = k42 = 6

Hasta ahora hemos considerado en forma individual
,a los distintos puntos sobre la recta x . Cuando se hable
"en forma generica del conjunto de todos ellos,se los desig
nara bajo el nombre de valores de la variable x. As{ los
valorss que puede tomar la .3ariable x en el caso ante-
rior, son los de los nimeros reales. Estos valores que pug
de tomar la variable reciben el nombre dé campo de varia-
bilidad de la misma. Se pueden considerar igualmente va-
riables cuyo campo de variabilidad sea por ejemplo el de
los numeros naturales.

Se dira para estos dos casos particulares, que cg
rresponden respectivamente a una variable continua y a
otra discontinua.

33.- FONCIONES:

£ Si se tiene una variable x, susceptible de tomar
diversos valores, y se supore que al variar la x, varia
en forma correspondiente otra variable, y , tal que a cg
da valor de x corresponda un determinado valor de y, se
dira que y es funcion de x, escribiendo tal relacién

mediante 1 simbolo y = f (x), que se lee y igual a
funcion de x.

1 Una funcion puede conocerse en base a mediciones,
determinando una correspondencia entre pares de valores,

o puede también conocerse en modo analitico o algebraico,

-~
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fijando el operador que gobierna la forma de la f (x).

Asi por ejemplo la funcion

y- ‘=TS xsped

define a 1la y como una funcion de primer grado en la va

riable x.

3L4.- COORDENADAS CARTESIANAS EN EL PLANO.

Consideremos sobre un plano dos ejes perpendicula-
res, a los que designamos segun: eje de la variable x, y
eje de la variable y. Consideremos ademas para los mis-
mos, un origen comun O, dado por la interseccidn de los
dos ejes, una unidad de medida comin a ambos ejes y un
sentido positivo para cada uno de ellos.

Se acostumbra trazar el eje x en direccién hori-
zontal y con su sentido positivo hacia la derecha, el eje
y en direccion vertical y con su sentido positivo hacia
arriba.

Si por un punto P del plano,
nes respectivamente paralelas a los
determinado un rectangulo que tiene
el punto P, y las intersecciones de
tas trazadas.

P N

trazamos dos direccig
ejes x e vy, queda

por vérticesel origen,
los ejes con las rec-

=

T

o n

El segmento BP igual al OA mide la dist
y. E1 segmento B

punto P al eje de la variable

: »

cia del
igual al
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AP mide la distancia de_ P al eje de la variable x. A
1a medida del segmento OA que designamos con x, la llama-
remos abscisa del punto P; y a la medida del segmento AP
que designamos con Y, la llamaremos denada del punto
P. E1 nombre genérico para estas dos caracteristicas de
un punto: abscisa Yy ordenada, es el de coordenadas del
nunto. Se tiene asi que, dado un punto P del plano, le
corresponderén dos coordenadas x e §y § rec procamente
dado un par de valores, X € 7 , referidos a un siste-
ma de coordenadas cartesianas, existira un punto P del
plano que los tenga por abscisa y ordenada respectivamen-
te.

Para indicar un punto P que tenga por abscisa el
valor 2 y por ordenada el valor 3, se emplea la notacidn
P (2,3) denotando siempre las coordenadas de P ental or
den, primero la abscisa y luego la ordenada. Reciproca-
mente si nos referimos a un punto M (5,1), la represen-
tacidn del mismo en el anterior sistema de ejes, debera
efectuarse considerando un desplazamiento horizontal po-
sitivo de 5 unidades y luego un desplazamiento vertical
positivo de una unidad.

El sistema de ejes coordenados ortogonales divide
al plano en 4 cuadrantes, a los que corresponden puntos
cuyas coordenadas tienen los signos que muestra el si-
guiente esquema.

g
II ) I
(= 4 4+) (+,+)
S » X
I1I IV
("',"‘) (,+,")

35.- DISTANCIA ENTRE DOS POUNTOS:

Dados Py (x3 , 71) ¥ P, {12 g y2))determ1nar la
distancia d = Pl P,

N
'5?_
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Yy
4 %
E . x
o %: "

Observemos el triangulo P P, 4, rectangulo en A.

1
En virtud del teorema de Pitagorssse tiene:
2 2 2
P, P,= P; & + IP,

que expresado en términos de los datos del problema se eg
cribira:

2
d2 = (12 - xl) -f-(y2 -~ yl)a
resultando:
2 2
d = (12 - xl) + (Yz = yl)

Formula que nos da la medida de la distancia entre
dos puntos en funcidén de las coordenadas de los mismos.

De la doble determinacién de la raiz en cuanto al
signo, se considerara siempre la positiva, por tratarse la
distancia entre dos puntos de una magnitud esencialmente
positiva.
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36.- ECUACION DE LA RECTA.

Si representamos en un sistema de ejes coordenados
los puntos de la siguiente tabla de valores

x y
3 | 3
-2 -2
-1 -1

0 0

1l 1

2 2

35 {873

observamos que los mismns caen sobre la bisectriz del an-
gulo x o Y. Yy

Todos los puntos del plano que estdn sobre tal linea tie-
nen la propiedad de tener abscisas y ordenadas iguales en
magnitud y signo. En consecuencia la condicion que sopor-
tan los mismos estara expresada por la siguiente ecuacion
y:I.

Consideremos un punto cualquiera sobre la bisectri;
por ejemplo P ( x,y ), tracemos por P una paralela al ej¢
y , denotemos con P la interseccion de dicha paralela
con el eje de las x, y observemos en el triangulo OPP',
rectangulo en P', la relacion entre sus dos catetos
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s

Si se modifica la posicion del punto P se podra conside-
rar un nuevo triangulo, seme jante al OPP. Sea este,por
ejemplo, el OMM' . Consideremos en éste la relacidn entre
los dos catetos %l?f,las dos relaciones anteriores son igua

les, ya que por ser OPF y OMM' triangulos seme jantes , se
cumplira la proviedad que dice: "en triangulos semejantes
los lados hombélogos son provnorcionales". Como consecuen -
cia de ésta se tiene

PP° _ “oP
™ T oM

y su consecuencia

PP' MM’
OP' oM

que demuestra la 1gualdad enunciada. Esto nos muestra que
el valor de tal relacidén no depende de la ubicacidn que

le asignamos al punto sobre la recta, sino de una caractg
ristica propia de la misma y que por lo tanto estara con-
tenida en la ecuacién de la recta. En la expresion ante-
rior se estudia la relacion entre la ordenada y, de un pun
to, y la abscisa x del mismo. Tal relacidn, despejada

de la ecuacion de la recta bisectriz del x o y : y = X,
nos conduce a expresar

que nos da el valor de la relacidén anterior para la recta
de ecuacién y = x .

Consideremos la funcioén y =2 % ; una valoriza-
¢i6n conveniente y la representacidn grafica de los correg
pondientes puntos, nos muestra que corresponde a una rec-
ta que pasa por el origen, pero que forma con el sentido
positivo del eje de las X un angulo mayor que el origina
do por la recta de ecuacién y = x .



X y
|
£ -6
-2 =l
<1 -2 |
0 0
Bl 2
2 s
3 6
yll
. ] g P ‘r
J A 5
v T . '; - DC
' o P

S1 consideramos un punto P sobre la misma, se tendra,pro-
yectado éste sobre el eje de las X 5 Y considerando este
punto P , el origen, y el punto P como vertices de un -
triangulo, habremos formado el OPP' recténgulo en P . Con
sideremos en é1 la relacion

PP
oP’

Por lo expuesto en el punto anterior,el valor de este co-
ciente, que mide la relacién entre la ordenada y la abscji
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sa de un punto de la recta, no depende del punto conside-
rado sino que es una relacion invariante, propia de la -

recta. S1 en 1la ecuacion y = 2 x formamos la relacidn
anterior, se tendra:
) = D
X

En general la, ecuacion de una recta cualquiera,que pase

el origen Sema" 4. —#.b x ,en donde b (coeficiente angu-
lar) expresa la relacidn que existe entre la ordenada de
un punto de la misma y su correspondiente abscisa. Emplean
do términos de 1la trigonometrla, diremos que el coeficie
te de x en la ecuacion de la recta, mide la tangente de
angulo que forma la recta con el sentido positivo del eje
de las x.

Consideremos la funciéon y = 2 +x, que es un ca-
so particular de la mas general de este mismo tipo:
y = a +x . Una conveniente valorizacion, seguida de la
correspondiente representacion grafica nos muestra que eg
ta funcion corresponde a una recta, paralela a la bisec-
triz del x oy , situada dos unidades por encima de la
misma. La significacion de a es inmediata. Para x = o
resulta: y = a , es decir indica que 1la recta pasa por
el punto de coordenadas (o,a). Por tal razon recibe el
nombre de gordenada al origen; Un valor positivo de la mig

ma indica que la recta tiene una ordenada al origen positi

va, es decir corta al eje de las y en su semieje vositj
vo. Similarmente una ordenada al origen negativa,corres-
ponde a una recta que corta al eje de las y en su semig
Je negativo.

En general y = a+b x representa la ecuacion de
una recta cualquiera, en donde a y b , parametros de
la misma, ticnen la significacion vista. Cuando se asignan
a los mismos valores determinados, lo que se hace es parti
cularizar, individualizando una de toda una familla de ip
finitas rectas representadas por la ecuacion

Yy = 3+%x

Represe acion grafica de algunas rectas:

Consideremos por ejemplo la recta de ecuacién

e

i
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y = 3 4% x

Para conocer la grafica represenyativa de la recta
correspondiente a esta ecuacion, bastara con determinar
dos puntos de la misma, ya que por geometria sabemos que
por dos puntos cualesquiera pasa una sola recta. Para de-
terminar dos puntos cualesquiera de la misma, damos dos
valores arbitrarios a la variable x , obteniendo dgs va-
lores correspondientes para la variable y1iresultara, con
siderando por ejemplo una valorizacion en los puntos -2
y 0, la siguiente esquematizacion:

.

y
-2 2
0 3

que nos permite llegar a la representacidon buscada

bJ

Y
X

En general puede resultar conveniente indicar la funcién
a la cual corresponde la linea trazada sobre el plano de

J

I,
3
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referencia. Esto resulta especialmente itil cuando sobre
un mismo sistema de referencia se representan dos o mas
funciones. Si por ejemplo queremos representar en el mis-
mo sistema la recta de ecuacion y= -2+42 x esta indica
ci6n permitira un reconocimiento posterior de la funcion.

ANALISIS COMBINATORIO

37.- ARREGLOS:

1) Definicion: Dados m objetos distintos, 1lama-
remos ARREGLOS de orden n de estos m objetos, a todo
grupo de n ogéetos cualesquiera tomados de estos m ’
cohsiderando cdmo distintos a dos grupos, cuando se dife-
rencien en la naturaleza de los elementos que los forman,

o si estan formados por los mismo elementos, cuando difie-
ran en el orden de colocacion de los mismos.

Denotaremos con Am a los arreglos de m obje-

!
tos tomados de a n.

11) Formacién del nlmero de Arreglos. Para formar
los Am,n procederemos de la siguiente manera: Supongamos

formados todos los (n-1). correspondientes a los m ob
Jetos. Si a cada grupa?’ le agregamos un elemento de
los m, que no figure entre los (n-1),se tendran entonces
grupos de n objetos. E1 nimero de elementos que no figu-
ran en cada arreglo de orden (n-1) sera igual a m -(n -1)
= m-n+1. Asl, cada arreglo de orden (n-1) da lugar
8 1la formacidén de m-n +1 grupos de orden n. Estos grupos
de n elementos formados con los m objetos, son arre-
glos, ya que difieren entre si por la naturaleza o el or-
den de los elementos que los forman.

Observamos que dos arraglos asi formados son dis-
tintos ya que difieren en la naturaleza del Gltimo elemen-
to., Observamos también que dos arreglos de orden n prove
nientes de dos arreglos de 6rden (n-1) distintos, son dis-
tintos ya que difieren en el orden o en la naturaleza de

los (n-;) primeros elementos. Esto nos dice que no se repi-
te ningun arreglo.
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Ante el interrozativo de si hemos formados todos
los arreglos,razonamos: escogiendo arbitrariamente un
Ap,n >al quitarle el Ultimo elemento obtenemos un Ap, (n-1)

el cual esta entre los que sirvieron de partida para la
formacion de los Am,n . Como a éste le hemos agregado to-
dos los posibles elementos restantes,resulta que en-
tre los arreglos formados figura éste. Se han considerado
as{ todos los Ap,n -

Correspondera escribir por lo tanto:

Ap,n = Ap,(n-1) * (m - n +1)

111) Calculo del nimero de Arreglos. Es evidente
que el numero de arreglos de orden 1 que se puede for-
mar con m objetos es m . As{, con los objetos a , b,
¢ , d se pueden formar L arreglos de orden uno que son:
a jbjec ;d. Se tiene asi:

Am,l = m

Aplicando a esta expresion la ecuacidn recurrente
que aparece mas arriba,se tiene el nlmero de Arreglos de
orden 2 que se pueden formar con m elementos. Asi:

Am,2 = Am,l' (-1) = m (m-1)

y similarmente el nimero de arreglos de orden 3 estari da-
do por

brieescalndon (p-2) = m (m-1) (m-2)

Sin mas se observa que el nimero de arreglos de m
objetos tomados de n esta dado por el producto de n fac-
tores decrecientes a partir de m . lLa expresion que nos
dara entonces el nQmero de arreglos sera:
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AL, = m (m-1) (m-2) ... (m-n +1)

EJERCITACION:

Con los elementos a 4, b 4 ¢ , d formar los corres-
pondiente arreglos monarios, binarios, ternarios y cuater-
narios. Para ésto ,seguiremos el camino ya recorrido cuando
determinamos el numero de arreglos distintos que se podian
formar con m objetos tomados en grupos de n . Comenzarg
mos asi formando los arreglos de orden 1 , una vez obteni
dos éstos le agregaremos a cada uno de ellos un elemento
de los m que no figura entre los ya considerados. Obtenj
dos de esta manera los arreglos binarios, la aplicacidn de
este mismo método nos conduce a la formacidén de los terna-
rios y asi hasta completar.

Ak,l = L Los correspondientes arreglos son:
Bia e DR A Coiogoud

Ay 5 = b x 3 =12 $ siendo los correspondientes arre-
)

glos:
ab b a c a d a
ac b e cb db
ad bd cd d c

Ak,3 = L4 X3 x2 =24 ; siendo los correspondientes

arreglos:

abe bac ecab dab
abd bad cad dac
ach bea cba d ba
acd bed cbd d be
adb bda e d-a d ca
adece bde cdb deb
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Ll{-,’-l-= 4 x 3 x2 x1 =24 ; los correspondientes arre-

glos son:
abed bacd cabd d abe
abdec badc cadbd d*.ave. b
acdb becad cbad d bac
acdbD bcda cbda d bca
adbe bdac cdab dcab
adchb dbca cdba dcba

38.- PERMUTACIONES:

i) Los Am o 0 sea las distintas disposiciones que

puede presentar un grupo de m objetos tomados en conjun-
to, reciben el nombre de PERMUTACIONES. Asi se tendra que

dos permutaciones, por estar formadas por los mismos ele-

mentos diferiran exclusivamente por el orden de colocacion
de los mismos. Para el calculo del numero de permutaciones
distintas que se pueden formar con m objetos, se aplica

la férmula que da el numero de Arreglos, en donde se asig-
naa n el valor m . Se tiene asi:

A = m (m-1) (m-2) ... (m-m+1)

il ¢ I0
Apm = o (-1) (m-2) ... 1 =m!

En donde con m ! designamos el producto de todos
los factores enteros comprendidos entre uno y m .

Denotando con Pm a las permutaciones de m obje-

tos se tendra:

B R (n=1)(m=2)"". ., 1 =m !

:h Vd
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Aplicando las formulas conocidas para el nimero de
arreglos y de permutaciones se tendra:

m (m-1) (m-2) ... (m-n+41)
c —

Ny n

En el numerador de esta expresidn figuran n fac-
tores decrecientes desde m hasta m-n+1 . Sabemos gue
al multiplicar numerador y denominador de una expresion
por una misma cantidad, el valor de la expresion no alte-
ra, Rligiendo esta cantidad igual a (m-n)! se tendra:

mn (m-1) (m-2) . . . (m=-n+1) (m-n) !
(m-n) ! n!

Cm,n —

de donde resulta la férmula final

m!

By (m-n)! n!

Para que esta férmula sea mas general se conviene
en asignar a 0! el valor 1 , resultando as{ como caso
particular

c"’m = 0! m! =5

111) Formacién de lag combinaciopes. Para formar

las combinaciones n-arias de un grupo de m objetos, su
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puastos dispuestos en una forma determinada, se conside-

*an ya formadas las combinaciones de orden n-1 de esos

mismos m elementos, y se procede a agregar a estos grupos
aquellos elementos de los m ,que no figuran en los gru-

pos y se encuentran a la derecha de los elementos ya con-
siderados. Para llegar asi a las combinaciones n-arilas,

se comenzard por las unitariss,binarias, ternarias, etc.,

hasta llegar a las de orden n .

1v) Ehmeros combinatorios complementariogs. Un nime
ro combinatorio en su forma Euleriana

Bt € =43)

admite para m y n las denominaciones de numerador y
denominador respectivamente.

Diremos que dos numeros combinatorios son comple-
wentariog, cuando teniendo un mismo numerador, sus denomi-
padores son complementarios; o sea,la suma de los mismos
es igual al numerador comun.

Diremos que dos niumeros combinatorios complementa-
rios son iguales, es decir

, I L - m .

En efecto, desarrollando cada uno de ellos se tiene:

—— m! ' m!
= Vo it iy il .

, WM . A
{no (m-n)! n! R [m-(m-n)] ! (m-n)!

m! (m-n) !

Como los segundos miembros son iguales, lo seran

los primeros, quedando en consecuencia demostrado nuestro

teorema.

Vi
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40.- PERMUTACIONES CON REPRTICION:

Hasta ahora hemos supuesto que todos los m elemen
tos de nuestro grupo, eran distintos; es decir no habiamos
considerado el caso de un elemento o varios que se repitie-
ran un cierto numero de veces. Supongamos tener los sigui-
entes m obJetos:

al , a2 , LI ] ’ aj ’ i W ’ ‘

de los cuales &,, 8,y .«sy ;11 855 en nimero de J
son iguales entre si, siendo aJ_“_ y ses 9 8 4 €N
nomero de m-j , distintos.

81 por un momento consideramos distintos a todos
los a, (designando con a, a un elemento genérico de los

m que forman nuestro grupo) sabemos que el niimero de per-
mutaciones que podemos formar con dichos elementos es igual
AN P = m!

m

§1 en una de estas permutacionas consideramos ahora
los elementos &y, 85y ... , 84 31 855 ¥ los permutamos

en todags las formas posibles sin alterar la colocacidn de
los demas elementos, obtendremos J! permutaciones dis-
tintas, ya que dos de ellas difieren en el orden de estos
J elementos.

S1 los elementos 81y By sasy aj-l’ a.1 y son todos

iguales, repitiéndose J veces en lugares distintos, las
J! permutaciones de cada grupo son una misma.

Introduciendo para el nimero de permutaciones de
m elementosé.de los cuales ] son iguales entre si, 1la

simbologia PJ , resulta inmediato
3 m !
Pm -
7




72

OBSERVACION: Se demusestra facilmente que si entre
los m elementos hay por una parte, ] elementos iguales
entre si, y k elementos iguales entre si, el numero de
permutaciones distintas que se puede formar con dichos
elementos estara dado port

Pj’k
m

POTERCIA DE BINOMIOS Y POLINOMIOS

41.- PRODUCTOS DE BIKNOMIOS:

Consideremos el producto de los binomios:?
b
(a +Py) (a +1b,) (a+Dby) ... (a+b)

S1 al efectuar el producto sacamos factor comin
las distintas potencias de a , que figuran en cada suma
parcial, se tendra:

h+h)h+%L”h+%H=

a® 4 2™ s + T 82+a"'3 8y +...+a 8y +5,

en dondet Sl, 82, FaloGly Sm s suma de los productos mona-

iioa, binarios,y ... , m-arios, son respectivamente igua-
es a

— +
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b], b, b3 h bl b2 b’++'” +bm-2 bm-l bm

)
\

Sﬂ=blb’2 e 00 b.

42,- POTERCIA DE UN BIROMIO:

81 en el desarrollo anterior consideramos b1 =

b, = b3 = +4s» =b_=Db , se observarad que todos los ter-
r

minos de 8, son iguales a b j todos los términos de 8§,
son iguales a b2 gy eoe 9 todos los términos de Sy.1 80N
jguales a b1 | y el Ginico término de &, es igual a
bm

Bastaré contar entonces, el namero de términos de
cada suma de productos monarios, binarios etc, para poder

escribir la formula que da el desarrollo de la potencia
de un binomio.

8, s la primer suma, tiene ( 7 ) términos

mE -B

§, » la segunda suma tiene ( @) términos

L] [ L

8ys la k-6sima suma tiens ( J ) términos

- -
L] - L

8, s la m-ésima suma tlene (D) términos

Resulta asi:

P
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2

(a+b ) =a"+a"1 (B)p+a (T)p°+ ...

m-2

DR At (R e (B b+( B "

en donde, como ya es familiar, hemos designado con ( ﬁ )

al numero de combinaciones distintas que se pueden formar
con m elementos tomados en grupos de k .

S1 observamos el término general del segundo miem-
bro:

Y a2 ( ? ) pd

podremos escribir en formar mis condensada a todos los
términos de dicho segundo miembro. La notacion de sumato-
ria nos provee dicha forma mas condensada. Resulta asi:

m
(a+b)" = : (?) a™ 3 pd

2J)=0

que se lee: suma de los productos dados por las combina-

clones de m de orden J , por a elevado a la potencia
m-J3 por b elevado a la potencia J , § variando deg
de cero hasta =m .

La férmula anterior recibe el nombre de férmula de
Rewton para el desarrollo de la potencia de un binomio, y
eventualmente, binomio de Rewton.

En relagién al cdlculo de los coeficientes combing
torios de la formula de Kewton se observa:

(m)=m(l"l) ) (mj'{‘l)
: P S e T |
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Rl coeficiente combinatorio siguiente, ( jfl ) es:

m(m-1) . . . (m=-3+1) (m - J)
e R AN e B )

f321)=

Una simple inspeccion permitira observar que una
vez calculado uno de los coeficientes, es posible obte-
ner el siguiente, multiplicando el anterior por (m- j)
(que es el exponente de a en el término anterior)
dividiéndolo por (j+1) que es el exponente de b au-
mentado en una unidad.

Otra de las propiedades que facilita el calculo
numerico de los coeficlentes combinatorios, es la apli-
cacién del teorema por el que demostrabamos que dos ni-
meros combinatorios complementarios (es decir de iguales
numeradores y de denominadores tales que su suma restitn
ya el numerador comin) son iguales. Resultara como conse
cuencla de esta propiedad que los coeficientes combinatg
rios de los términos que equidistan de los extremos del
desarrollo, son iguales. Gracias a esta simetria sera ne
cesario calcular tan solo la mitad de los coeficientes
combigatorios, ya que en los demas se repetiran los mis-
mos valores.

Los sucesivos términos del desarrollo de la poten
cia m-ésima de un polinomio,.se obtienen asignando suce-
sivamente a ] 1los valores 0, 1, o oy A(m=TMs i,

As{ se tiene para: (a+bd)" = Em:, ( ? ) a =J pd

j=o0
j:O:(E)am'°b° R R e Ly — -
T S N i N
F=2 ¢ B ™2 7 = B(n1) G022

2 1

ik
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(T 83 p3 = O (p-1) (m-2) Y 3

J =3 ¢ 3 5
o(m-1) (m-2) (m-3) m-4 _k&
s S -t Bt = i1 S e
-5 .5 m(m-1) (m-2) (m-3) (m-4) p_
=103, 2 (?)a'"gb" = T al=>

1=(m-1): ( gy ) lbm-1=m(m-1) - o s (m=m2) ., m-1
(m-1)
!
et R T S b = b
.

Resultando finalmente:

(a+b)m= a® + m am'lb-{-m_‘?{_@.:_ll am-2 b” 4 oo

m (m-m) ... (m-m42) = p1 @
(m=1)}
BJRRCICIO:
Desarrollar la siguiente pctencia de binomio
5 e R T
x+y)’=Y_ (3) 3 4
J=o

Q-:il
1 ¢



Valorizando suces;vamente los distintos términos
de la sumatoria se tendra, para:

§i=0 1 (g)xsyo = 1
=1 . (g)xS-1 P =52y

] =2 3 (g) x0-2 y2=IOX3y2
i3 (g)xs“3 y3=10::2y~3

I =4 3 (2)154’ y* =X y”
1251 @20 §5 =y
se tendra:
(x+y)5= 15+ 5 xl' y +10 = y2+10 x° y3-|- S*x yk-r y?

43.- POTENCIA DR UN POLIKOMIO:

Aceptaremos sin demostrarla, la validez de la fér-
mla de Leibnitz para el desarrollo de la potencia de un
polinomio. Esta nos dice:

~ ? g
(l+b+ sss ‘+Il).- ﬂ{!,{él"l! luh sses N

X+B+e0s 42=0

q} r‘) ---,lzﬂ

|l t’?
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Mostraremos que la férmula de Kewton para el desa-
rrollo de la potencia m-ésima de un binomio es un caso
particular de ésta. En efecto, considerando en la ante-
rior tan solo los términos a y b s8e tendra:

m
(a + b)m: i —ﬁiﬁ"r" :': bﬂ

c,<+[5=m

o, @0

S1 ep la férmula anterior, hacemos X=m - B, (esta susty
tucidn no es arbitraria, ya que esta implicita en la con-
dicién que soportan X y (8), y sustituimos en la misma,0¢
por tal} valor, se tendra:

m
(a+b)m= - (MRS am-{b bﬂ

(5=0 (m—r’b)!f-’!

que no es otro que el desarrollo dado por la formula de
Newton para la potencia de un binomio, ya que

= (1)

3

m}
(m- V& )} /‘3 !
EJERCITACION:

Desarrollar la potex}cia quinta del polinomio
( a4b+c¢ ) aplicando la formula de Leibnitz.

Se tendra entonces:

5
HEe 51 & 2
(a + b + ¢) -E — Xy 507
ﬂl.-tﬂ-t-a’:ﬁ[?”rala“
°<’er=0

=i ”-
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en cada uno de los términos de este desarrollo se obser-
va que la suma de los exponentes de x 4, y , z , 63 decir
(V4 +/$ +Y es igual al orden de la potencia del polinomio,

es decir 5 . Los distintos valores que habran de tomar
los exponentes xo(,/&, b1 al variar desde cero hasta cinco,

estaran dados segin las distintas maneras de descomponer
el nimero 5 (orden de la potencia) en tres sumandos (ya
que se trata de un trinomio). Estas son:

+ 0 +0 =
e ey

Rl
-+ 2 413

DWW

p
5
+~ 2 40 =5
5
g

debliendo permutar en cada una de estas descomposiciones

el orden de presentacion. Es decir, permutando los nume-
ros anteriores se tendran formadas las ternas de valores
que corresponden a o (‘3 a’ del desarrollo propuesto., Ob-

teniendo finalmente.
(x+y+z)5 = x04 7o+ 27 4

1
+ E!_f_;T! (xl"y + xl+z + yl"x + yl"z +zl+x -~ zuy) +

+ 3Tg"=_a£ (O7°2+ x3224 7322+ 73224 23x°4 2377 )+

'
+3'i:1' (x3yz+y3:xz+z3xy)+
-2y gf 1 (X°y°z + y°z°x + x°2°7 )
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L4, - ECUACIONES:

Podemos decir que el dlgebra resuelve el problema
de determinar uno o varios nimeros que cumplan condicio-
nes, capaces de ser expresadas por megio de igualdades.
Estas igualdades que satisfacen los numeros buscados , se
denominan ecuaciones, llamandose raiz o solucion de 1las
mismas al nimero que cumple la condicion de dar igual va-
lor numérico a ambos miembros de la igualdad.

De los tres pasos que involucra un problema de e-
cuaciones: planteamiento, calculo de las rafices o solucig
nes, e interpretacion, trataremos mayormente en estas 1i-
neas el segundo, sin perjuicio de considerar alguna apli-
cacién a las clencias estad{sticas de donde se enfoque el
problema completo.

Se d;ré que dos ecuaciones son equivalentes cuando
toda solucion de una satisface a la otra. Muy frecuente-
mente en la resolucidén de nuestros problemas de ecuacio-
nes habremos de transformar ecuaciones dadas en otras equj
valentes, mas faciles de resolver, para lo que apelaremos
a las siguientes propledades:

;) Si se suma a ambos miembros de una ecuacidn un
mismo numero, se obtiene una ecuacidn equivalente.

I11) S1 se pasan todos los términos de un miembro a
otro con el signo contrario, se obtiene una ecuacidn equi
valentes.

III) Si se multiplica ambos miembros de una ecua-

cion por un numero h, distinto de cero, se obtiene una
ecuacion equivalente.

-

IV) Si se eleva a una misma potencia ambos miem-

bros de una ecuacion, se obtiene otra, equivalente de la
primera.
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45,- SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTANEAS.

Cuando las condiciones que,depen cumplir ciertos
pimeros Se expresan mediante dos o0 mas ecuaciones que de-
ben ser satisfechas simultaneamente por los mismos, se eg
tara ante un sistema de ecuaciones. Se pedira para resol-
ver el sistema, determinar todo aquel conjunto de valores
simultaneos de varias incognitas, que satisfagan el sistg
ma, Se dira as{ que este conjunto de valores constituye
una solucion del sistema.

Puede ocurrir que un sistema no admita solucidn,
en cuyo caso se dira incompatible; o que admita por el cop
trario infinitas soluciones, en cuyo caso se dira indeter
minado.

Propiedades y definiciones.

Si toda solucién de un sistema de ecuaciones satig
face a otra ecuacion, se dira que esta iltima es conse-
cuencia de las primeras.

S1 una ecuacidn es combinacidén lineal de varias de
un sistema, o sea,resulta de sumarlas miembro a miembro,
previamente multiplicados por numeros cualesquiera, resul
tara consecuencia de las anteriores.

3 S1 en un sistema hay una ecuacidén que es combina-
cion 1ineal de las demas, puede suprimirse sin alterar
las soluciones del mismo. Se dice que en una ecugcién con
secuencia de un sistema, se ha eliminado una incognita,

cuando en ella no figura una determinada incognita de 1las
anteriores.

46.- RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.

Consideremgs para fijar las ideas . un sistema de dos
ecuaciones simultaneas con dos incognitas

(1) Ia1 mebEbIy - “=0,

o) \Laz x+b, ¥y = ¢,
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en donde a, 5 by 5 €5 4 85 by, y Cp, nimeros cuales-

quiera, son los parametros del sistemaj y las letras x,
y, las incognitas.

Resolver el anterior sistema significa encontrar
uno o mas pares de valores X, ¥, Que satisfagan simul-
taneamente las dos ecuaciones del sistema. Para esto pre-
sentamos los siguientes metodos:

Eliminacion por 1gualacidn.

Despejando una cualquiera de las incognitas, por
ejemplo la x, de ambas ecuaciones del sistema, se tiene:

Cl - bl y

de (1) (111)

M
I

a,
4

: c -b ¥y
de (11) T - (1v)

=

igualando ahora los segundos miembros, se tendra una ecua-
cién consecuencia,en donde se ha eliminado la incognita x.

R s COR b5

2 § 8,

que es una ecuacion lineal en y, siendo su solucion:

b2 a, - b

a

1 1 a

sustituyendo este valor de y en (i1i) o en (iv) ;halla-

mos el correspodiente valor de x , obteniendo as{ 1la so-
lucion del sistema.



a3

by ¢ - b e

b2 81 - bl 82

En los problemas numéricos convendrd verificar las solu-
ciones, sustituyendo los valores encontrados, en las ecua
ciones del sistema.

Eliminacidédn por sustituyecidn.

Despejando una cualquiera de las incognitas, la x
por ejemplo, de una cualquiera de las ecuaciones del sis-
tema (1), la (1) por ejemplo, se tiene:

&

ER——

sustituyendo esta expresion de x s en 1a (i11), se llega
a una ecuacidn consecuencia en donde se ha eliminado la
X . Resolviendo ésta y sustituyendo su valor en la ante-
rior,se habrda resuelto el sistema dado.

Los valores de x,y que se encuentran por sustitu-
c;on, concuerdan naturalmente con los correspondientes al
metodo de igualacidn.

Método de reduccidén o eliminacidn por suma y resta.

Este método es el mas rapido y eficiente para resol
ver un sistema de n ecuaciones lineales con n incogni
tas, en el caso de operar con coeficientes numericos.

Si,mediante este método,fuéramos a resolver una
vez mas el sistema anterior, se procederia de 1la siguien-
te manera:

Se multiplica la (i) por a, , y la (11) por ay

(coeficientes de x en (1) y (11) respectivamente) y se
resta m.a.m. la (1) de 1la (11) Se obtiene as{ una ecua-
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c16n consecuencia, en donde se ha eliminado x. Resuelta
ésta en y, y sustituyendo éste valor en (1) o (i1) se
llegara al correspondiente valor de x que junto con el
de la y , constituyen la solucion del sistema.

Método grafico para la solucién de un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas.

Consideremos el siguiente sistema:
(1) alx+bly=cl
(11) | a, T + b, ¥ =6y

en donde tanto la (i) como la (ii) corresponden a la for-
ma implicita de 1a ecuacidén de la recta. Encontrar la so-
lucidén del sistema,o sea hallar aquel par de valores de x
e y que satisfagan simultaneamente la (BB sy ~Ya -+ (‘35
equivale a hallar las coordenadas del punto de intersec-
cion de las s rectas. ?

Para representar graficamente ambas rectas, puede
résultar conveniente, dada la forma implicita de ambas
ecuaciones, determinar primeramente los puntos de inter-
gseccidn de las mismas con los ejes orientados del sistema
de referencia.

As{, poniendo en (1) , ecuacion de 1la recta ry ,
y=0, se tendra o Ry , ¥y luego x = O se-tendra

=1
$a
y = b” 5y que son respectivamente las coordenadas de los
1l
puntos de intersecciodn de r, con el eje de las x Yy de
las y .

erando similarmente en la (1i), ecuacion de r ,
se tendra: 2

¥y =0 y X =

€2
)

v

&
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Con estos puntos podemos representar nuestras dos
rectas, leyendo sobre el reticulado trazado sobre el sis-
tema de referencia, las coordenadas del punto de interseg
eion.

El matodo gréfico nos provee de un rdpido instru-
mento de interpretacidn de un sistema de ecuaciones lineg
les con dos iacognitas. Inmediatamente se comprende que
los tres casos que podrian presentarse, a saber: determi-
nacion, incompatibilidad e 1ndeterm1nac16n, responden geg

métricamente a las siguientes situaciones:

a) Sistema d=termingdo: existe un par de valores
que es solucion del sistema, luego las rectas rH ¥ 1,
sSeé cortan en un punto.

b) Sistema incompatible: no existe ningin par de
vaiqres que satisfaga simultaneamente ambas ecuaciones, es
deecir no hay un punto gropio de 1ntersec016n; luego las -
rectas Ty Y T, seran paralelas.
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c) Sistema indeterminadot no hay uno, sino infini-
tos pares de valores de x e ¥y que satisfacen el siste
ma; o sea,las dos rectas se cortan en infinitos puntos,
cosa que solo puede ocurrir cuando ambas ecuaciones desig
nan a una misma recta, En este caso se dira que ambas
ecuaciones son equivalentes.

Condiciones que soportan los coeficlentes o parame
trog del pistema.

En el caso de indeterminacion, se tiene:

a b c
8

b2 cz

Existe entonces una proporcionalidad entre los cog
ficientes hombélogos de las dos ecuacliones. De una se pasa
a la otra, multiplicando o dividiendo por el factor A .
Se ve, asi que una es consecuencia de la otra, lo que por
10 visto anteriormentey, no agrega informacion al problema,
indeterminado en una ecuacion.

En el caso de incompatibilidad entre ambas ecuacig
nes de un sistema, se tiene:

Il

Existe entonces una proporcionalidad en cuanto a
los coeficientes de x e 7y . Como de ellos depende la
inclinacién de la recta, tal condicion muestra el mencio-
nado paralelismo que actua en estos casos.

A menos que se tenga la seggridad de estar frente
a un sistema determinado, en la practica resultara muy
conveniente observar los parametros del sistema en lo to-

cante a proporgionalidad, antes de ensayar cus .quier métg
do de resolucion.

v
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47.- SISTEMAS DE TRES ECUACIONES LINEALES CCR TRRS INCOGNI
IAS.-

1]

D] & x ¢ by y+ ¢ 2z

dl

(11) 32x+b2y+—c22=d2

(111)I a; x —1—b3y -I-¢3 z =1;13

Resolver el anterior sistema, significa encontrar
los valores de x , y , z , que satisfazan similtaneamen-
te las condiciones impuestas por (1), (11) y (111).

Un camino préactico sera el de formar con las ecua-
ciones de (1), 2 ecuaciones consecuencia, en donde se ha-
ya eliminado una de las incognitas, resolver este sistema
por cualquiera de los métodos ya vistos, y sustituir 1los
valores asl determinados en cualquiera de las ecuaciones
de (1). Resolviendo ésta se tendrd finalmente la solucién
del sistema.

El camino propuesto podria materializarse segin
los siguientes pasos:

Combinando (1) y (11) formo una ecuacidn consecuen-
cia, en donde elimino x .

Combinando ahora (1) y (111) formo otra ecuacidn
consecuencia, en donde también elimino x .

Sean éstas:
(b1 a, - b, al) y + (c1 a, - ¢, al) 2T — d1 aa—dzal

(b

183 - b3 al) y-+7(cl a; - ¢y al) 2 = d, 33-d3al

.4

a=o®
&



que constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas: y, z . Las soluciones del mismo estaran dadas

por:

(dla2 dzal) (c1a3-c3ﬁll>- (d,a,-d.a_)(c.a )

s o s R T

(bla2 - b2al) (cla3-c3al) - (bla3—b3al)(cla2-c2 al)

2 (b1a2 = b2al) (d1a2—d2a1) - (blaB_b3€B (dla3_d3 al)

ba) (ca-ca)

a_)
2 O, o] ey e | i

(bla (b1a3- b3al)(cla2- c2

Puestos estos resultados en la (1) por ejemplo, se tengré
el valor de x , expresado como solucion de una ecuacion
de primer grado en una incognita, que sabemos resolver.

La discusién en cuanto a determinacidén, incompati-
bilidad o indeterminacidén de un sistema de tres ecuacio-
nes con tres incégnitas equivale a considerar tres planos
en el espacio segun presenten o no un punto comun. Esto
exigiria avanzar en nuestros conocimientos de geometria
analitica, para volver a tropezar ante un escollo semejap
te cuando tratemos de enfrentar la discusidén de un siste-
ma de mayor orden.

Para opviar esta sucesidn creciente de dificultades,
en la discusion de los sistemas de ecuaciones lineales,
presentamos el sigulente estudio sobre determinantes, con
los que se resuelve tanto el problema de la discusiodn, cg
mo el del calculo de las soluciones.

DETERMINANTES

48.~- MATRICES CUADRADAS

Considgremos un grupo de n2 elementos dispuestos
en cuadro segun n }1neas horizontales a las que denomi-
naremos filds, y segin n 1lineas verticales a las que dg
nominaremos columnas. Designemos a los elementos de dicho
cuadro segun una misma letra, acompafiada de dos subindices,
el primero indicando el orden de la fila, contando de arri
ba hacia abajo, y el segundo indicando el orden de la co-
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lumna, de izquierda a derecha. As{, con a__ designaremos

32
el elemento que se encuentra en la interseccidn de la 3ra
fila con la 2da. columna. .

De acuerdo a esta denominacidn los elementos de un
cuadro de cuatro filas y cuatro columnas, al que designa-
mos bajo el nombre de matriz cuadrada de orden cuatro, se
dispondran de la siguiente manera:

11 Mos 7 Ay At

8 T e T e

= NIRRT e e

M1 2 e R

49.- DRTERMIRANTES: DRFINICION.-

Se 1lama determinante de una matriz al polinomio
que tiene como términos todos los productos posibles de
n elementos, tomados de entre los n2 de la matriz, en
forma tal que en cada producto haya un solo factor de ca-
da fila y uno de cada columna, adjudicando a estos térmi-
nos el signo (+) 6 ( - ) segiun que las permutaciones
de los subindices correspondientes a las filas sean o no
de la misma clases que las permutaciones de los subindi-
ces correspondientes a las columnas.

Para decidir sobre si dos permutaciones de un mis-
mo conjunto de nimeros,son o no de una misma clase, aten-
deremos al mimero de inversiones que presenta, con respec-
to de 1a sucesion de los nimeros naturales. Rste niimero
de inversiones que puede ser, en cualquiera de las dos
permutaciones, tanto par, como impar, determinara segin
fean o no de una misma clase, el signo del termino del deg
sarrollo que forman los elementos en cuestidn.
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la forma en que notaremos un determinante sera la
de presentar entre dos lineas verticales la matriz correg
pondiente al mismo.

Rl determinante de la matriz cuadrada de orden cua
tro visto mas arriba se escribira, por tanto:

e SR B 8

S o023 Lol
=

e RS Y A3y

T Dl R e A

Aplicando la definicion, formemos un término cual-
quiera de su desarrollo, por ejemplo, el

T e Lt N 8o

Este presenta un elemento de cada fila y uno de cada co-
lumna, luego es efectivamente un termino del mismo. Para
asignarle el signo (+) 0 (-) segin corresponda, analice-
mos las permutaciones de los primeros y de los segundos
subindices. Estas son respectivamente

e SRR 00 y 75 ek e

Bn la ,primera observamos que el 1 precede a 1los
otros tres nimeros, por lo t anto no forma inversidn; el
3., raespecto del cuatro, forma sucesion, pero respecto del 2
origina una 1nvarsion, el cuatro forma con el 2 una inver
sion. Asi 1a permutacién de los subindices correspondien-
tes a las filas presenta dos inversiones.
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, Un estudio similar de las inversiones de 1la permu-
tacion correspondiente a las columnas nos mostraria que
la misma presenta una inversion.

Resulta entonces que ambas permutaciones son de
distinta clase- una par y la otra impar - por 1lo que, de
acuerdo a la definicion,deberemos asignarle a nuestro ter
mino el signo (-).

Para calcular mas rapidamente el signo de un térmi
no cualquiera del desarrollo de un determinante conviene
ordenar los elementos que figuran en el mismo en forma -
que los primeros subindices figuren en orden creciente
del a n gesto siempre sera posible ya que por defini-
cion todo término del desarrollo de un determinante tiens
un elemento de cada fila y de cada columna), observar la
paridad de la permutacion que as{ resulte con los segun-
dos subindices y asignar el signo a dicho término segin
esta. Aplicando este camino al ejemplo anterior, se tiene
al disponer tales elementos segin un orden creciente de
los primeros subindices, la siguiente disposicidn:

a a a
%0 ol 31 43

La permutacidén de los segundos subindices: 2413 presenta
3 inversiones, correspondiendo, como era de esperar, el
signo (-) al término en cuestion.

50.- DESARROLLO DE UN DETERMINARTE DE ORDEN 2 Y 3.0

En general un determinante de orden 2 se escribira:

<) 80
A =

Bogs-. . 829

Aplicando la definicidn, los dos ftinicos términos
de su desarrollo seran:
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—— - a
4 = 81 %22 Y S

Se ve que el desarrollo de este determingnte esta dado
por el producto de los elementos que estan sobre la dia-
éonal principal, menos el producto de aquellos que estan
sobre la diagonal secundaria.

Un determinante de orden 3 puede escribirse en ge-
neral;

. s | 2623 rn
A=|2%xn 855w, #53
s ! Raok?. 233

Aplicando 1la definicidn se tiene su desarrollo da-
do por:

A=a a a _+ a a a <+ a a a
Hel=A8227" 433 12 23 31 21 32 13

- a a a — a a a

ANATE S5 = ST wion 4=yt 3R RoST <23 el

Para obtener rapidamente los términos del desarro-
1llo de un determinante de tercer orden se aplica la siguien
te regla practica debida a SARRUS. El desarrollo de un de-
terminante de tercer orden consta de seis términos, tres
positivos y tres negativos. Los tres téerminos positivos rg
sultan de formar el producto de los elementos de la diago-
nal principal y de cada paralela a ella multiplicada por
el elemento del vértice opuesto; mientras que los términos
negativos resultan de formar el producto de los elementos
de la diagonal gecundaria y de cada paralela a la misma
multiplicada por el elemento del vértice opuesto.
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51.- PROPIEDADES DE UN DETERMINANTE DE ORDEN N

Como el desarrollo de un determinante de orden n
tiene n ! terminos, de los cuales la mitad presenta el
signo positivo y la mitad el signo negativo, se compren-
dera que el camino propuesto por la definicién no resul-
ta muy conveniente para obtener el desarrollo de un de-
terminante de orden elevado. Por eso pasamos a estudiar
las propledades de los mismos para poder desarrollar un
determinante mediante pasos algebraicos mas simples que
los provistos por la definicion.

Para enumerar las propiedades de un determinante
adoptaremos a mas de la nomemclatura expuesta al princi-
pio de estas lineas, y para designar a dos elementos
aij . aji , simétricos respecto de la diagonal principal
el nombre de conjugados. As{ se dira en un determinante
que el elemento a,, €s conjugado del a5, °

1) Si1 se sustituye cada elemento d& un determinan-
te por su conjugado, el valor del mismo no varia. En efec
to, ésto equivale a permutar las filas y las columnas
sin alterar el orden de los elementos dentro de cada una
de éstas. Cada término del determinante esta formado por

n elementos, uno de cada fila y uno de cada columma,
luego pertenece 1§ua1mente al segundo; ademas las permuta
ciones de los subindices indicaran ahora columna, lo que
fueran filas y reciprocamente. Por tanto el signo de cada
término, que depende de la igualdad o diferencia de clase
entre estas dos permutaciones, permanecera invariante.

11) Si se permutan entre si dos lineas paralelas
(filas o columnas), sin alterar el orden de los elementos
de cada una, el determinante conserva su valor absoluto,
pero cambia de.signo. En efecto: un término cualquiera
del primer determinante, por tener un elemento de cada fi
la y de cada columna, figurara también en el segundo. Pa-
ra determinar el signo que le corresponde en el segundo
efectuamos el siguiente razonamiento.

De los elemento de un dado término del desarrollo,
ordenados segun el subindice que permanece, se observa:
a) si los dos elementos que se permutan con consecutivos,
y los subindices correspondientes estaban en sucesion,
formaran una inversién, cambiando por lo tanto el signo

| \AA

-

7
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de cada términoy h) si los dos elementos que se permutan
no son consecutivos, habra dntre ellos k elementos. Pa-
ra altenar la posicidn relativa de los mismos se debera
trasladar el primero a traves de Kk lugares y el segundo
a traves de k-+ 1 lugares, lo que origina k +k -1 =
2k —1 inversiones nuevas, cambiando por lo tanto el
signo de cada término.

141) Si un determinante tiene dos lineas paralelas
jguales, es nulo. En efecto al permutar las dos lineas
iguales se tendra, por la propiedad anterior, que el nue-
vo determinantae, de igual valor absoluto que el anterior,
presenta el signo cambiado. Como los elementos permatados
son de igual valor, ambos determinantes deberan tener

igual valor numerico, O sea debera ser: =—A de don-
de resulta: N =0 c.q.d.

iv) Si en un determinante se multiplican todos los
elementos de una 1{nea por un numero Ay el determinante
queda multiplicado por este numerao.

En efecto, como en cada término del desarrollo del
determinante figura un elemento de la 1inea en cuestién,

P4 [

;L figurara como factor comun de todos los términos del

desarrollo, lo que equivale a multiplicar por N\ el valor
del determinante.

v) Un determinante es nulo si los elementos de las
1{neas paralelas son proporcionales entre si. En efecto:
sacando fuera el factor de proporcionalidad, resultara un
determinante con dos 1{neas paralelas iguales, que es nu-
lo por lo expuesto en la 111.

52.- DESARROLLO DE UN DETERMIRANTE DE_ORDEN K

e et — e

1) S1 en una matriz de orden n se suprime la fila
g y la columna h , se tiene una de orden n-1 cuyo deter

minante se llamagé menor complementario del elemento a ’
designandolo segun ©Xgq; . 3h

En la matriz:

. M
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81

a

31
41

el menor complementario del elemento a

a
11

Q{ — | A

fa

512

a
22

a

32
B2

a

13

a
23

!

a

13

a

23

a

33
"3

a

14

a

24
g

14

o
83l+

81.14

95

’
gsera:

32

11) S1 en el desarrollo de un determingnte de or-
den n sacamos el elemento 8o, 9 factor comun de todos

los términos en que figura, aparecera multiplicado por un
polinomio que llamaremos gdjunto del elemento a,, y de-

signamos segun Llh

Determinacidn del valor del adjunto:

a) Si suponemos que el elemento

agq), ocupa la posi

cién a en la matriz de orden n , los términos del dg

11

sarrollo del determinante en que el mismo figure, serén

de la forma

( = 1]v a

X

a

21

2

T ——
nmo@y

=
1.7

e
|_-|l
=
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en donde 1,= 1, F# oo FL =7%,0 , que se lee 1, dis-
tinto de 1., distinto de 1, , etc., distinto de in g

varian de S de 2 an ; y ' en donde v designa el
namero de inversiones en cada permutacion 1, I, 13,

y 1, . Como v resulta igualmente el numero de inversio-

nes la permutacidn 1, 13, e s 1y los (n-1) térmi
nos de

v
( = 1 ) a - Eq. s q 0 ani
212 _)13 w

son los del desarrollo de un determinante, menor comple-
mentario de 179 se tiene que el adjunto del elemento

8,1 coincide en valor y signo con su menor complementa-
rio.

b) Consideremos ahora para el elemento genérico
una posicidn cualquiera: ag, . Para hallar el valor del

ad junto de este elemento nos referiremos al caso anteri-
or. Podemos llevar ag, , a la primera fila permutando

la fila g con las (g-1) anteriores: y ademas lo lleva-
remos a la primera columna permutando la columna h con
las (h - 1) anteriores. Estas (g - 1)+ (h -1) =g+ h
- 2 permtaciones necesarias para llevar el elemento
ag, ala posicidn del a ) dan lugar a igual numero de

cambios de signo, de donde, por lo visto para el caso an
terior, el adjunto del elemento ag, sera igual al correg

pondiente menor complementario tomado con igual o distin-

to signo segin que g + h sea respectivamente par o im-
par.

111) Las propledades que se acaban de enunciar per
miten expresar el valor de un determinante de orden n cQ
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mo suma de n determinantes de orden n-1

El valor de un determinante es igual a la suma de
los elementos de una linea multiplicados por sus correg-

pondientes adiunkos.

As{ se tiene al desarrollar por los elementos de
la fila: 1 :

D=ay; Ay toapy Aptoeeo ka4

1+ 1 1+ 2
ﬂga,ﬂ (=1) o(il-i—aiz (=1) Xy ne

n

e
ST “ines X 1in

regla que se simplifica,ya que los sucesivos factores

(-1)1+ : presentan alternadamente el signo (+) o (-).

Ejemplo:

Consideremos el problema de desarrollar el siguiepn
te determinante por los elementos de la tercera columna

2 1/3 P -1
: -1 3 2 1
O =
7 0 3
5 b
Se tiene:

B3N
Py
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A= PR e TN Oh,, + 5 &y

- B2 + 00X -5
2t>"/13 623 33 43

siendo los respectivos menores complementarios

-1 3 1
Xp=| 1 7 3| = (=742 49/2) - (7/2 - 643)=-1
¥ 2 1

OGx=| 1 7 3| = (- 24 $) - (-7/2+1/3+12)
2 1 =11/3

o(*; 2 3 1| = (6+2+1/6)-(-3/6 -1/3+4) =5

OBSERVACION: Omitimos el calculo de 0(33 ya que
en el desarrollo propuesto aparece multiplicado por cero).

El valor de (\ seria entonces:

A=2(-1)-2(%)-5(5)

22
T2 o — =295 = - ig;

3 3

3N
iy
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53,- PROPIEDADES DE UN DETERMINANTE RELATIVAS A SU DESA-

RROLLO POR ELEMENTOS DE URA LINEA:

1) La suma de los elementos de una linea,multipli-
cados por los correspondientes adjuntos de una paralela,
es igual a cero.

En efecto: esto equivale a desarrollar un determi-
nante que tiene dos lineas paralelas iguales, que,por prg
piedades anteriores,es cero.

11) Si en un determinante de orden n 1los elemen-
tos de una 1i{nea son polimonios de m términos, el deter
minante puede descomponerse en suma de m determinantes
de orden n , que presentan como elementos de dicha 1{nea
cada término del corresvondiente polinomio.

Considdremos el siguiente determinante:

( X+¥,+2)) (+¥2+2) . . (X ¥ +2)
821 00 % o ®2n
A=
a a5 . o

al desarrollarlo por elementos de la primera fila se tendra

A =(x;+ y; + 27) Ay + X+ T+ 25) Aot +(xtytz) A,

A =X, e A12+ e SR
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+y; Aty At ek by oo

+zl All+22 }‘124- S .+zn Aln

como cada una de estas lineas nos da el desarrollo de un

determinante por los elementos de la primera fila, siendo
édstos cada uno de los correspondientes términos del poli-
nomio original, se tiene demostrada la propiedad anterior.

141) Un determinante no varia si se suma a los elg
mentos de una linea los correspondientes elementos de una
paralela multiplicados por una constante.

En efecto, aplicando la propiedad anterior, este
determinante podra descomponerse en suma de dos determi-
nantes del mismo orden, uno de los cuales es el determi-
nante original, siendo el otro igual a cero, por tener
dos lineas paralelas proporcionales.

Esta propiedad resulta muy atil para facilitar el
desarrollo de un determinante por elementos de una linea,
ya que permite, mediante convenientes combinaciones linea
les, hacer cero varios elementos de una misma linea, evi-
tando por tanto la necesidad de calcular los correspon-
dientes adjuntos.

Ejemplo:

Consideremos el siguiente determinante,.
2 5 2 3

A -1 3 4 -2
5 1 5 2
5 i 0 5

al que transformaremos para desarrollarlo por los elemen-
tos de la tercer columna. Si a la tercera columna sumamos

§,

:

T



la primera multiplicada por (-1) se tendra:

2

- 1
B'-'s

5

5
3
oL
1

(2-2)
(4+1)
(5-5)
(0-5)

5

3
1
1

0

N

0
=
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al que volvemos a modificar sumando a los elementos de 1la

gsegunda fila, los correspondientes de la cuarta, asi

tiene:
2
(-14+3)
A=
5
3

5
(3+1)
1
1

0
(5-5)
0

=

3

(-245)

2
5

w n DN

MO\

5

3
3
2
5

al que volvemos a modificar sumando a los elementos de la

segunda fila, los correspondientes de la cuartaj asi

tien=:

2

5

A (-1+3) (3+1)

5
3

1
1l

0 :,
(5-9) (-2+5)
0 2
=0 5

2
2
5
3

Lt SR R

N W W

\n

el que desarroliado por elementos de la tercera fila, re-

sulta:

A

A,

PR ER1) S O
3L
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5 ¢ (16+6+75 -60-20-6) = 55

0
w
N
+
L

I

De esta forma se ha reducido el calculo del determinante
de orden cuatro al calculo de un solo determinante de or-
den tres,

A veces, el pretender hacer cero a todos menos uno,
de los elementos de una linea, puede ocasionar mas trabajo
que el ahorro producido al disminuir el numero de determi-
nantesa valorizar, en tales casos una justa apreciacion dg
cidira el camino a seguir para llegar a un comodo término
medio.

4111) Si en un determinante se tiene una linea que
es suma de paralelas multiplicadas por °\, , Ao 9 ete.,

el valor del mismo sera cero.
En efecto, por 1a propiedad ii, este determinante

puede descomponerse en suma de varios, cada uno de los cua
les es nulo por tener dos lineas paralelas proporcionales.

5l4,- APLICACION DE LA TEORIA DE LOS DETERMINANTES A LA RE-
SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

1) Regla de Cramer:

Un sistema de n 6 ecuaciones lineales con n incog-
nitas tiene solucion unica cuando el determinante de la
matriz de los coeficientes es distinto de cero. El valor
de cada incognita se obtiene dividiendc por el determinaf
te del sistema, cada uno de los determinantes formados a
sustituir por los términos independientes, la columna en
donde figuran los coeficientes de dicha incognita.

Consideremos el sistema general de n ecuaciones
con n 1incognitas, cada una de las cuales figura lineal-

."*IJ

B |
PR
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o
}_i
[
M
T
o]
}—J
n
NS
i
a0
o
H
B
o
Il

S1 se multiplica la primera aecuacidn por .4, 5 1a 2da,

por A,, , etc., la n-ésima por A ., 8l sumar m.a.m.

las anteriores se tendra:

(81 Ayq+85) Apq 4 ceevapy Aq)xqa) 8 ) hassh,hh.

-+an2 Anl ) 12 + X +{ aln All+82n A2l+ ee o ann %l)xn=

=k1 A11+k1 A2l+'“+kninl

En ésta, el primer parentesis nos da el desarrollo de
un determinante de orden n, que no es sino el determinante
de la matriz de los coeficientes del sistema, determinante
que llamaremos /A . Los demas paréntesis del primer miembro
son todos cero por propiedad de determinantes. El segundo
miembro nos da el desarrollo de un determinante por los elg
mentos de la primera columna, en donde los mismos, Qque para

eran los coeficientes de x. ,80n ahora los terminos inde
pendtentes del sistema. 1 "Denotando este hltimo segun
Al se tiene:
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i ey 1ln

k2 8o + « 8op

ZB kn an2. . ann

E A a4 8150 ¢ ¢ 81
| A e A AL

a1 8 5 « o 80

estando las demas variables resueltas en forma semejante.

11) Discugidn del sistema.

a) S1 el determinante del sistema es igual a cero,
y alguno de los determinantes ,/\ resulta distinto de cg
1

ro, aparecera la ecuscidn imposible.

Ny
_e A = e oy

cue nos muestra que el sistema dado es incompatible.

b) si ademas de ser cerc el determinante del sis-
tema resultan cero cada uno de los determinantes A , el

i
sistema seré’indeterminado, ya que nada puede inferirse
de la ecuacion:

s e Ai — O
i A @)
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c) El tercer caso, de determinacidn correspondera
al caso en que tanto el determinante del slstema como los
particulares de cada incognita son distintos de cero,

EJEMENTOS DE TRIGONOMETRIA

55.- CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA.

Consideremos una circunferencia de radio unitario
con centro en el origen de coordenadas, a 1la que designa-
remos con el nombre de circunferencia triggnométrica. La
ecuacion en esta curva, o sea la restriccion que soportan
las coordenadas de los puntos del plano que estan sobre
la misma,se obtiene facilmente partiendo de la definicién
de 1a circunferencia como "lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro."
Ubicando el centro en el origen de coordenadas se observa
ra,para un punto cualquiera P(x,y) sobre la circunfaren-
cia, 1la siguiente relacion

Ay
£
‘ J
2 IR TN
> X OP = OQ +PQ
o x
la que en términos de las cool
denadas de los puntos C,P,Q,
resulta:
2 2 2
r = x 4+ y 4,y en especial para la circunferencia

trigonométrica de radio unitarins

2
1 = x° +y

7

av ey
E.nr
=i
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56.- ABQ9§_Z_ANQHLQ§_3E_LA_QLBQHEZEBEHQIA_IBLQQHQEBZBLQA-

S1 partiendo de la interseccién de la circunferen-
cia centrada,con el sentido positivo del eje de las x ,
designado con M en la figura anterior, nos desplazamos
sobre la circunferencia, observamos que podemos hacer eg
to en dos sentidos opuestos,a los que asignaremos las de-
nominaciones de positivo o negativo segun coincidan o no
con el sentido contrahorario de giro. Asi, si desde el
punto M nos remontamos por la circunferencia hasta en-
contrar el punto P, habremos descriptolsigniendo el sen-
tido positivo, el arco MP. Se observara que a todo arco
que se considere sobre la circunferencia trigonometrica
corresponde un éngulo central. En este caso, al arco MP
corresponde el angulo central MOP. Llamaremos amplitud
de un arco de circunferencia a la medida que se obtiene
considerando como unidad la 360 parte de la circunferencia
completa, empleando como unidades auxiliares el minuto ¥y
el segundo sexagesimales.

Llamaremos Sgplitud de un Angulo a la medida que se
obtiene considerando como unidad el grado sexagesimal o
90* parte de un angulo recto, empleando como unidades
auxiliares el minuto y el segundo sexagesimales.

Como se ve, y en virtud de la correspondencia exis-
tente entre arcos de circunferencia y angulos centrales,
designaremos a ambos elementos correspodientes segﬁn una
misma amplitud que expresaremos en grados, minutos y segun
dos sexagesimales.

57.- RECTIFICACION DE UK ARCO DE CIRCUNFERENCIA.

A los fines de fijar la medida de un arco, se puede
jgualmente considerar la longitud del mismo en terminos
de la unidad de medida de segmentos de recta, longitud que
esta dada por la siguiente expreaién:

27 - r -8
3600
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n
en donde A designa la longitud buscadaj 77 es la cono-

cida constante, relacion entre la circunferencia y su dij
metro; r es el radio de la circunferencia en cuestiénj

y & 1la medida sexagesimal del arco, expresada en gra-

dos y fraccion decimal.

La férmula anterior permite conocer la longitud
del desarrollo de un arco de circunferencia en funcion
del radio de la misma y de la agplitud del arco. EBxplici
tando en la misma 45 , se tendra la amplitud de un arco

de circunferencia en funcidn del radio de la misma y de
la longitud del arco. As{ se tiene:

2 b J?.360°
2. T

58.- MEDIDA EN RADIANES DE UN ARCO DE CIRCUNRFERERCIA.

Si1 al medir la longitud del arco rectificado se
toma como unidad el radio de la circunferencia, la medida
de un arco podra expresarse a través de la relacion:

[
i
que recibe el nombre de mgdida en radianes o medida circn
lar del arco y en donde A 1indica la longitud del arco
rectificado y r el radio dg la circunferencia.
En virtud de las expresiones anteriores, la medida

en radianes de un cierto arco, en funcion de la amplitud
del mismo estara dada por la sjiguiente

ge e
1
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N e 2@ . 2708
r - 360 360

de donde resulta que la medida en radianes de un arco es
una invariante del arco,que no depende del radio de 1la
circunferencia que se considere, Comparando esta Gltima
expresion con la ,que nos da la longitud del desarrollo de
un arco en funcién de la amplitud, se vera que ambas medi
dag coinciden cuando se consideran arcos sobre una circun
ferencia de radio unitario (circunferencia trigonométri-
ca).

De 1la formula anterior se tiene que 1la amplitud de
un arco en funcién de su medida en radianes esta dada por:

A 360
& = S

Estas formulas permiten el pagaje de medidas de un
sistema a otro, siendo los valores mas notables los del
siguiente cuadro:

Amplitud Medida en
del arco radianes.
0 grado 0
2997 b |
57 10000
90 grado TY /2
180 o Tr
27050 3/2-1r
360 18 2= Bl

59.- PASAJE DE UN SISTEMA A QTRO. Si para una medida en
radianes queremos obtener la correspondiente medida sexa
simal, las formulas anteriores nos proporcionaran un resﬁi
tado expresado en grados y fracciones decimales de grado.
Para expresar estas fracciones de grado en adecuadas unid
des auxiliares como son el minuto y el segundo sexagesimd%
se procedera de acuerdo al siguiente ejemplo.
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Seala medida en radianes de un arco 0.782. La co-
rrespondiente medida sexagesimal sera:

5 -._0.782 . 360°
2 77

= L44.8052 ; en grados y frac-

cioén decimal. Los 8052 diezmilésimos de grado tienan su
equivalente en minutos y segundos segin el siguiaente es-
quema

60 x 10000 y

expresa en minutos y fraccion decimal el anterior valor.
Los 312 mi}esimos de minuto de arco se convertiran en se-
gundos segun el siguiente esquema:

000 _312 g4ondo x = 60 _-312 _ 18.72
0 x 1000

resultado este 11timo que queda expresado en segundos de
arco y centesimas de segundo. De esta forma se obtiene la
correspondencia.

N\ =0.782 —— = 1,° 181 18" 92,100

&1 se hubiera de resolver el problema inverso, es
decir expresar en radianes una cantidad dada en grados mi
nutos y segundos,se podra optar por uno de los dos cami-
nos siguientes: a) expresar los minutos y segundos en
cuestion,como fracciones decimales de grado y emplear en-
tonces nuestra conocida férmula o, b) expresar el total
de grados minutos y segundos en segundos de arco y resol-
ver la siguiente expresidn:

:r\. "—%60' . ?Z; _' 5 en donde & esta expresado
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en gsegundo de arco.

60.- RELACIONES ENTRE LOS PUNTOS EXTREMOS DE DISTINTOS

ARCOS . b
M
e 4 Los puntos vy M. ex
: A_~  tremos del arco AN , que
=] x corresponde al angulo

central 8 , sustentan

oy
tanto al AM como a cual
quier otro arco que difie
ra de éste en uno o masg
giros completos de circur
ferencia. Asl, conside-

rando un origen comin A, el punto M corresponde tanto al

arco KM de medida B como a cualquier otro arco que te-
niendo los mismos extremos,diriera del AM en un nimero
entero de giros, y cuya medida sera &+2Ah7; en donde Ak
es un entero (positivo, negativo o nulo).

Arcos que difieren an 180Q°.

« S1 a un arco ﬂ que corresponde a un angulo cen-
tral 8 1le agregamos o sustraemos una semicircunferencia obter
dremos un arco AM' que corresponde a un angulo central

& +180, (6 & - 180) y cuyo extremo M' es el punto
diametralmente opuesto a M. As{, los arcos con igual ori-
gen A, pero que difieren en 1800 tendran sus extremos,

simetricoa respecto al centro de la circunferencia trigo-
nometrica.

w7
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Esto permite establecer entre las coordenadas de los ex-
tremos M y M' , que denotamos segim (x, y) 7y (x',y'),
las siguientes relaciones

Arco étricos 6 contrarios.

- 14
Consideremos el arco AM que corresponde a. un an-
gulo central 6 . Si la trayectorf{a del punto movil que
se desplaza sobre la circunferencia. generando un arco, hy
blera correspondido al sen{ido negativo de giro, se ten-
dria correspondiendo a un angulo central de amplitud - 6,

un arco cuyo extremo M' resulta simétrico al M, respec-
to al sentido positivo del eje de las x . Los dos Angnles
centrales de amplitud 6 y - 6 , respectivamente corres-

e, i 2 4
pondientes a los arcos AM y AM*, se diran simetricos o
contrarios; y las relaciones entre las coordenadas de los
puntos extremos de los arcos, M y M' que denotaremos
respectivamente segun (x,y) y (x',y'), ser
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Arco lementarios.

Dos arcos AM y KM' a los que corresponden Angn-
los centrales §y 180 - 6 respectivamente, se diran suplg
mentarios, ya que su suma es igual a 1800 .

Facilmente se observa que los extremos de los ar-
cos, M y M' , son gimétricos respecto al eje de l1las 7
por lo que valdra para arcos suplementarios la siguiente
relacidn entre las coordenadas de sus puntos extremos?

5= -xl y‘

<
I

Arcos complementarios.-
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Dos arcos Eﬁh y Kﬁ' a los que respectivamente corres-
ponden arcos centrales de medida ©® y 90°-8se dicen com-

plementarios cuando su suma es 90° . Facilmente se ve que
por ser AM y AM complementarios, sera AM = M'B » por lo
que M y M' resultan simetric&% respecto de la bisec-
triz del primer y tercer cuadrante.

Consideremos los triangulos ONM y OM'K', deter-
mingdos respectivamente por el origen, el extremo de un
arco, y su proyeccidn sobre el eje de las x . Estos son

rectangulos en N y KR! respectivamente, slendo ademas
semejantes. Por propiedad de triangulos semejantes

A :
8‘E=on' y oM
de las que respectivamente resultan:

Xyl » y = X!

61.- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Definiremos en la circunferencia trigonométrica,
como funciones de los arcos,a las siguientes relaciones:
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)
r1
e d A
o X N =
sen 6 = y cos © = x
et A cofg O -
x y
sec 6 - _1 cosec © _—_1
x y

Estas funciones trigonométricas,llamadas también
funciones circulares, expresan en laig\ rcunferencia trigg
nométrica relaciones entre un arco M y las coordenadas
de su extremo (x,y). Observando los segundos miembros de
las anteriores, resultan las siguientes relaciohes.

6
tag 6 = et 3 cotg 6 =i)_s_q_
cos © sen 6
sec O = 1 ___ ; cosecB — =
cos 6 sen 6

Consideradas las funciones trigonometricas respec-
to de los elementos del triangulo rectangulo ORM, con
vértices en O, origen dexle circunferencia trigonometrl
ca, M, extremo del arco AM;} y K, proyeccion de M so-
bre el eje de las x ; definen para el angulo 6 , que
corresponde al arco AM , las sigulentes relaciones.



113

gen ® =21 = N _  cateto opuesto

2 g hipotenusa
Poavpa fag - =" ONE __ cateto adyacente

1 OM hipotenusa
tag 6 =Y - _NM _ _cateto opuesto

x ON cateto adyacente
cotge=—;— it ON i cateto adyacente

J NM cateto opuesto
O = e OM hipotenusa

e 5= *0N cateto adyacente

P D= M _..  _hipotenusa

y MN cateto opuesto

que relacionan,en un triangulo recténgulo) la medida de un
angulo con dos de los lados.

62,- ESTUDIO DRI SERO DE UN ANGULO (sen 6 ).

~ En la circunferencia trigonométrica el seno del ar
co AM esta representado en valor y signo por la medida
del segmento MN, perpendicular al eje de las x, bajada
desde M hasta encontrar dicho eje. Como la medida de MK
varia al variar 6 , observando los valores de este se
tendra una idea de los valores de la funcién sen 8 .
Para 6 = 0, 1a medida de MN es cero. A medida que 6
crece, y ésto en el primer cuadrante, la med;da de MN
crece, por lo que el seno de 6 sera una funcion creciente
para valores de & entre cero y 90° ; argumento este ul-
o para el cual alcanza su mayor valor: l.- Al crecer en
el segundo cuadrante, sen & decrece desde el valor 1
hasta el valor cero, que alcanza a los 180° . En el tercer
cuadrante, con @ creciendo desde 180° a 270° sen @<
I

By
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decrece desde O hasta alcanzar el valor ;1 para 27009,
Finalmente en el cuarto cuadrante la funcion sen® cre-
ce con el argumento, alcanzando el valor cero para 360°.

Si representamos en dos ejes coordenados estas va-
riaciones de la funcion sen © se tendra la siguiente gra
fica de la funcidén seno; o© sinusoide, la que es una cup
va ilimitada en ambos sentidos,comprendida dentro de 1los
valores 1, -1, y que toma los mismos valores en perfodos

de 27r.

Como una consecuencia de las relaciones 9ntre las
coordenadas de los puntos extremos de arcos simetricos,
que difieren en 1809, suplementarios y complementarios se
tiene:

sen (-6) = - sen O
sen (180+6 )= - sen ©
sen (180-6)= sen 9

sen (90- 6 )= cos ©

63.- ESTUDIO DEL COSENO DE UN ANGULO (cos 6).

En la circunferencia trigonométrica el coseno de
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un arco AN , al que corresponde un angulo central 6 ,
esta representado en valor § signo por la medida

—

3

1
a g ’\ 3
\ o * RlA ~

A4

de (M, segmento que tiene por extremos el origen y la prg
yoeccion de M sobre eleje de las x.

Se observa que al variar el arco, varia la medida
de ON. Un estudio de los valores que toma dicho segmen-
to nos dara una vision sobre las variaciones de la funcidr
cos 6 .

En el primer cuadrante, al crecer 8 desde O

/2 , OF decrece desde un valor unitario hasta alcan-
zar el valor cero.

En el segundo cuadrante al crecer U desde /2 a
7 , OK decrece desde O hasta -1, valor que alcanza
cuando el angulo se hace igual a /. En el tercer cua-
drante, cuando & crece desde ”haataf_ J s ON crece
deasde el valor -1 hasta O.

Y finalmente en el cuarto cuadrante, crece desde
cero hasta 1.

La observacién de estas yariaciones de la funcién'
coseno de B permite reconocer que la misma es una funcion
continua de 6 , que estd comprendida entre los valores ex



118

tremos 1 y -1 , y que se repite en periodos de 2 77 .

La representacion grafica de los valores de la fup
c1én coseno O nos lleva a la sigulente curva que se co-
noce bajo el nombre de cosinusoide.

-}

Como una consecuencia de las relaciones gntre las
coordenadas de los puntos extremos de arcos simétricos,
que difieren en 180° , suplementarios y complementarios
se tiene:

cos (- 8) = cos O

cos (180 +6) = - cos B
cos (180 -0 ) = - cos ©
cos (90 - 6 ) = sen ©

64.,- ESTUDIO DE LA TANGENTE DE UN ANGULO (tag %) o

En la circunferencia trigonométrica la tangente de
un arco central & , esta representada para valores de

coxprendidos entre O y M/2 , por la medida del segmento
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PA que Eiens por extremos el origen de los arcos y la in
terseccion con una para}ela al eje de 1as y que pasa
por A,con la prolongacion del radio OM. Esto se demues-
tra facilmente partiendo de la definicidn de tangente.

P

En la figura anterior tag & 5% . Observemos los

triangulos OMN y OPA ambos rectangulos por construceidn
y con angulo agudo 8 comun. Por propiedad de triangulos sg
mejantes resulta en ellos:

MK _ _PA
ON 0A

Como el primer miembro interpreta la relacidon tag 6
, 1o harda el segundo. AdemAs observamos que OA =1,

por ser radio de la circunferencia trigonométrica; de don
de resulte:

tag 6 = PA

Observamos que al variar el arco, varia la medida
de PA, por lo que el valor de la tangente varia, creciendo
en el primer cuadrante al crecer el arco. Analizando para

los restantes cuadrantes las relaéiones ﬁ.‘% = tag @ vy
- cos

teniendo en cuenta las relaciones existentes cntre las

coordenadas de los extremos de arcos simétricos, que difig

ren en 180° y suplementarios
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tag (- 6 ) = - tagh
tg (180+6)= tagb
tag (180- © ) = - tag 6
tag (90 - 6) = cotgh

se podra representar cualitativamente la siguiente grafica
de la tangente o tangentoide.

q0° leo 1o 360
-\ b .
-2
-3t
-§ -

65.- VALORES PARTICULARES DE LA FUNCION sen e .

1.- Calculo del seno de 45°.-

b




presada en la circunferencia

to NM , se tendra aplicando
S5 - ed )
MN ik = OR = L0M 2% 5

to anteriormente:

de WM

Reemplazando el valor
se tendra finalmente:

21

Consideremos el ONM, rectan-
gulo en N , que tiene am-
bos angulos agudos de 450,
En virtud de la propiedad
"a angulos iguales se opo-
nen lados iguales" se tie-
ne: ON =NM . Como la medj
dida del seno de 6 esta ex

trigonométrica por el segmen
el teorema de Pitagoras:

de la que resulta por lo vig

,por sen 459, como se supuso,

sen L5° = e ot
f 2
11) Calculo del seno de 609
|
E Consideremos el OCB, -
rectangulo en C en el
que: OB =1 por ser
radio de la circunferepn
e R cia trigonométrica; OC
<

por proporcionali

dad entre angulos y la-

dos opuestos de un triap
gulo.

Z

Eg%ﬁ
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En 61: sen 60° = BC , Aplicando al OCB 1la re-
lacién pitagorica resulta:

BC bt () o=t 1

M2 = 1 .1/4 =3/M

sen 60° _ E
2
66.- TABLAS DE LOS VALORES NATURALES DE LAS FUNCIONES TRI-

GONOMETRICAS, -

Las relacionea vistas para el seno, coseno y tan-
gente de angulos simétricos, que difieren en 1800, y su-
plementarios, Jjunto a las que verifican la cotangente, sg
cante y cosecante, permiten conocer el valor de una de eg
tas funcionee para un argumento 6 cualquiera, si 8e cono-
ce el correspondiente valor para un argumento 6’ que per-
tenezca al primer cuadrate. En virtud de estas propieda-
des resulta necesario conocer tan solo los valores de di-
chas funciones en el primer cuadrante.

Las tablag matematicag que empleamos cuentan con
una tahla de valores natg;g*eg de las funciones trigono-
metricas (tabla VI; pdgs. 100). Bn estas llneas explicare-
mos escuetamente su uso. Bn cada pagina aparecen tabulados
los correspondientes valores de las funciones seno, cose-
no, tangente, cotangente, secante y cosecantej en ese orden
y conforme a los encabezamientos de las respectivas colum-
nas. Bl argumento de la tabla, es decir la medida del an-
gulo, aparece para valores de 0° a L4© |, en la parte s
perior izquierda de cada pagina, estando los valores en
minutos, de O' a 60' dispuestos a la izquierda de arri
ba abajo. Para valores de angulos mayores de 45° y hasta
89° se han aprovechado,a fin de reducir el tamafio de 1la
tabla,las propiedades de las funciones trigonométricas de
angulos complementarios ;: seno & = cos (90° - 8 )j cos 6

= sen (90° - &) ; tag6=cotg (90° - & ) ; cotg &
= tag (90° - 6 )j sec © = cosec (°90° - 8 ); cosec &
= gec (90° - &) ; 1leyéndose el argumento en grados en
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la parte inferior derecha de cada pégina, estando los va-
lores en minutos de 0' a 60' dispuestos a la derecha,
de abajo hacia arriba, y los encabezamientos de las colum
nas al pié de cada una de ellas, indicando la co-funcién
de la que figura en la parte superior. Asi, 8l en la par-
te superior de una columna figura SERO, en la parte infe-
rior se leera COSENO,indicando as{ que una determinada
cantidad de dicha columna indica el valor del seno de un
angulo que se lee en grados en la parte superior izquier-
da de 1a tabla,y en minutos a la izquierda; indicando asi-
mismo el coseno de un angulo que se lee en grados en la
parte inferior derecha de la tabla y en minutos a la derg
cha.

Los valores en grados que aparecen respectivamente
en la parte superior derecha e inferior izquierda de 1la
tabla,si bien son utiles ya que evitan una reduccion al
primer cuadrante, deben emplearse con cuidado, recordandc
en cada caso el signo de las correspondientes funciones
para dichos argumentos.

MISMO ARGULO.

2 Entre los valores de las distintas funciones trigg
nometricas de un mismo angulo,existen relaciones que per-
miten conocer el valor de todas cuando se conoce una de
ellas. -

Consideremos una vez mas, para determinar estas re-
laciones,la circunferencia trigonometrica:

d,

=ard

KUEU
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Dado un arco AM al que corresponde un angulo cep
tral 6 , bajando desde M , extremo del arco, una perpen
dicular al eje de las x , queda formado el triangulo reg
tangulo ONM que tienme por catetos sen6 , cos& y por
hipotenusa la unidad. Aplicando en el el teorema de Pita-
goras se tiene la condicion fundamental :

sen29 ~+ c0329 = ] 0 hw)

Si ademas de ésta consideramos la relacién ya vis-
ta

tag9=—§-@—g— (2)
cos @

tendrgmos los elgmentos necesar;os para expresar cualquier
funcidn trigonométrica en funcion de una determinada.

De la (1) se expresa el valor del seno en funciodn
del coseno y viceversa; y por la (2) se tendra para estos
casos,el correspondiente valor de la tangente.

Se tiene asi:

2
sen 6 =i'1 - cos 6

cos 6 ==ii1 - sen O
I

200 o A8

i'l- sen? @

tag 6 — i’l- cos’8
cos B

AN

3 ..b'“
=T 1
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La doble determinacidn de la raiz permanecera am-
bigua si se conoce tan solo el valor de la funcidn; debi
do conocerse el arco 8,6 por lo menos en que cuadrante vi
ve,para determinar el signo correspondiente a cada uno de
los primeros miembros.

S1 nuestro dato es tag & , para determinar el valor
de sen 6 y de cos 6 , procederemos de la siguiente ma-
nera:

Dividiendo ambos miembros de la (1) por senae :

2
1k _co_32_9 - 12— 0 lo que es lo mismo
sen< O senc©
1 + 22— = 3
tagl @ sen2 6
tag®6+ 1 _ _1
tag? © sen O
2
t
sen2 9 = ag 9
tag2641

zen & _ _Yoe ©
i‘tag28+l

Para determinar el valor del coseno en funcién de

la tangente_se tiene, dividiendo ambos miembros de la
(1) por cos

sen® O ke -
cos” 6 b cos2 @



126

2 > 1
L cos2 O

00829 == &
tag29 +1
cos 9 — 1

ﬂ 14 tag29

En este caso subsiste también la doble determina-
cién de la raiz debiendo atribuirse el signo que presente
la correspondiente funcion en cada cuadrante, segun sea

el valor de @& .

68.- TEOREMA DE LAS PROYECCIONES

Se llama proyeccidén de un punto sobre una direcciog.
al pie de la perpendicular bajada desde el punto a la di-

reccion.
A

o

HI

As{, en 1a figura se dira que A' es la proyeccion
de A sobre la direccion r , escribiéndose

Proyr A = A'

o‘s\
P
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: Se llama proxeccién de un gegmento sobre una direc
§19§’ el segmento que tiene por extremos las proyecciones
e los puntos extremos del segmento en cuestion,

B

As{ se dira que A' B' es la proyeccion de AB
sobre la direccion r , si A' y B' son respectiva-
mente las proyecciones de A y B sobre la direccion r.

La medida de A' B' , proyeccién de AB sobre la
direccion r , se obtiene multiplicando la medida del seg-
mento AB por el coseno del dngulo que forma la direccion
AB con la direccién r . Este es el enunciado del llamado

teorema de las proyecciones, que pasamos a demostrar segul
damente B

7
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Consideremos un segmento AB y una direccidén r,
denotando con o al angulo que forman estas dos direc-
ciones.

S1 por los extremos del AB bajamos perpaendicula-
res a la direccién r se tendran los puntos A', B' ex-
tremos del segmento A'B', proyeccion del AB sobre la
direccidon r . Trazando por A una paralela a r , que
corta a la BB' segun C, se tendra el AA'B'C, parale-
logramo por construccion, en donde

Considerando el ACB, rectangulo en C, se tiens:

AC = AB . cos &
Resultando
A'B' = AB - cos o
cih-qimde

69.- SENO Y COSERO DE LA SUMA DE LOS ANGULOS.

Consideremos dos angulos agudos, o ¥y /3 s siendo
el angulo (& 4 /3), suma de estos dos, también agudo.

Supongamos, empleando los elementos de la figura,
que a gstos aﬁéulos corresponden respectivamente los ar-

cos ﬁ .
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il BN
Y
M
1 I\ 2
B v
2 A
o Q S |
Inmediatamente se observa que:
gsen & = MN ; cos & —=ON
senﬂ = PR ; cosﬁ:ﬁﬁ

o
o
=)
R
+
&
I

Q-

we

cos (O(+/9) = 0]

Ruestro problema consiste en determinar el seno y

coseno de (XX —|-(3) en funcién del seno y coseno de of y

de /6 .

Consideremos primeramente los triangulos OQV recté,n
gulo en Q, y PRV, rectangulo en R. Para demostrar que eg
tos dos triangulos rectangulos son semejantes bastara con
demostrar que tienen ambos un angulo agudo igual. Se obser
va inmediatamente que los angulos en v son iguales, por

opuestos por el vértice, de donde resulta Q O V=V PR
0 sea: :

angulo en P del R T P igual a &

m=vv
17
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Con estos elementos encaramos para mayor comodidad
una demostracion paralela de las propledades buscadas pa-
ra el seno y coséno de la suma de dos angulos.

sen (X + 3)=1R
descomponiendo PQ en

suma de dos'segmentos

se tiene:

Q= PT+ T
y como

R=8
se tiene

Pg = PT 4- RS

cos (X 4'/3) = 0Q

—

descomponiendo O0Q en di-

ferencia de dos segmentos

se tiene:

| =08 -@QF
y como

¥ =T
se tiene

Expresando estos segmentgs en funcion de los ele-
mentos de nuestro problema, segun

PT = PR . cosX=
RS = OR , sen( =
-6§ = ﬁ- z COSO(::
TR — PR senM:

se tendra:

(1) sen O(—{—/:'a) = sen X cos ﬂ 4
(2) cos (°(+f/3) = cos X cos/‘—

e

cos

cos X
., sen o4

cos X

sen ©O4

o

RS
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70.- SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS.

Sustituyendo en 1la (1), ﬂ por (—ﬂ ) se ten-

dra sen (ﬁ{—ﬁ) = seng( cOs (—ﬂ ) 4 sen (—ﬁ )

cos  jexpresando ésta en funcidon de valores trigonomé-

tricos deC(y de {6 s se tendra en virtud de las rela-

ciones vistas para arcos simétricos:

(3) sen b{—ﬁ} = sen of coS/S— sen o{ cosﬁ

Sustituyendo ahora en la (2), /6 por (—ﬁ )

se tendra

cos (X —/3) = cos X cos (_;4 )— sen sen(—fs)

O Sea

(k) cos X —(5 ) = cos X cos/5 —{-— sen & sen /5

4.- Tangente de 1a suma y diferencia de los angulos.

Relacionando la (1) con la (2) se obtiene para la
tangente de la suma de dos angulos la siguiente relacién:

(5) tag (X 48 ) = _tagX + tag /%
L 1— tagX tag/g

Relacionando la (3) con la (4) se tendra para la di
ferencia de dos angulos

(6) 5 = tag X - tag /3
PREG: /3) 14 tag & tagﬂ

71.- SENO, COSERO Y TANGENTE DEL DUPLO DE UN ANGULO.

Considerando en 1la (1), (3) y (5)
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se tiene:
(7) sem 2% = 2 sen X cos X
(8) cos 2% = cos“ — senzo(

(9) tag 2 = i'Tt:i_gg(;

72.- SENO, COSENO Y TANGENTE DEL ANGULO MITAD EN FUNCIOR

DEL ANGULO ERTERO.

De la expresién del coseno del angulo duplo (8) re
sulta una interesante relacion

cos & = cos? %{- - sen’ -;_.'(- (a)
recordando ahora la relacidén fundamental:
b = cos® E;— + sen® %5- (b)
resulta sumando m.a.m. (a) y (b)
1l - cos ™K = 2 cos® %
de donde
(10) cos %. = -—L'I-—;-M

:i en vez de sumar (a) con (b) restamos (a) de (b) resul
a:

l -coso= 2 sen —-

de donde:

(1T) <" san, =S l l - cos X
2 I'/ 2

1/
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y finalmente relacionando (10) y (11)

¥ -
(12 ) tag %_ i cos &
1 4+ cos ™

73.- FORMULAS PARA LA TRANSFORMACION ER PRODUCTO DE LA

SUMA 0 DIFERENCIA DE LOS SENOS O COSENOS.

Recordemos las formulas que obtuviéramos para ex-
presar el seno y coseno de la suma o diferencia de 1los
angulos:

Sen (X +2) = sen(X cos @ 4 cos X senﬂ
Sen (X -—ﬂ) sen o cos/J— cos 4 senﬁ
Cos (f’(-i-/&) cos X cos /s— sen o senﬁ

Cos (X —-ﬁ) cos X cosﬂ—l— sen X sen ﬂ

Bfectuando la suma y la diferencia de las dos pri-
meras y procediendo analogamente para las dos segundas se
tiene:

Sen (Q’-{-ﬂ) - Sen(lx—/}') = 2 sen“cosﬂ
Sen (D{-l-ﬁ) — sen (O(—ﬁ) = 2 cos X sen/]
2
2

Cos (O(—I—ﬁ) 4 cos (& —/5) cos X cosﬂ
Cos {o(—|—/3) — cos (X —ﬁ) sen X sen/3

Designando ahora:

b = (O(tﬂ) 9 q = (X _ﬂ)
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resulta,sumando o restando m.a.m. estos dos:

O F-E'-q ;ﬂ__Li_

Rspresando las formulas anteriores en términos de
P ¥ q se tendra:

"
N

sen (B13) cos (9-5—9)

sen p - sen g sen (p—gﬁ-) cos (25-9-)

sen D + sen q

"
N

cos p + c¢cos q = 2 cos (P_%.Q.) cos (JLEQ)

[}
)b

cos p - cos q gsen (2t4) gen (P%Q-)

2

Estas formulas que expresan segiin un monomio, ex-
presiones bindmicas, tienen su principal aplicacién en
los problemas del calculo trigonométrico.

7%4.- NUMEROS COMPLRJOS.

Dentro del campo de los nimeros reales carecen de
sentido expresiones tales como ‘/ \ ]/ =5 3 1g -3 §

log -17.

A fin de poder efectuar tales operaciones, debere-
mos ampliar nuestro concepto de numero, introduciendo a
tal fin el concepto de numero complejo.

Definimos al nimero complejo mediante dos numeros
reales, dados en un orden determinado. A estos dos nimeros
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reales los llamaremos componentes del numero complejo, y
lo indicaremos asl: < =(a , b) ; endonde s es 1a

componente real, y b 1la componente imaginaria, siempre
en ese orden.,

En particular un nimero complejo cuya componente
imaginarig sea cerox’ =(a, o ) designa al nimero real
a . Un numero complejo cuya componente real sea cero

> =(o, b ) se dird imaginario puro. El mas simple de
éstos X =( 0,1 ) recibe el nombre de unidad imaginaria
y lo designaremos siempre mediante la letra 1 .

Representacion geométrica.

Asi{ como existe una correspondencia entre niimeros
reales y puntos de una recta, los numeros complejos co-
rresponden a los puntos del plano a través de los valores
de sus dos componentes.

Un punto del plano P queda determinado cuando se
conocen sus proyecciones sobre los dos ejes, que son las
componentes del numero comple jo que corresponde a P.
Asimismo el punto P quedara determinado cuando se conogz
ca la magnitud del segmento OP que forma con el origen
{ el angulo W que forma dicho segmento con el eje de

gl ol

Resulta de ésto que un nimero complejo queda determinado
dado un par de numeros (a, b), o dada 1la medida OP, y el

s
4
17

wwve
Sig:]
%‘iiﬂ
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angulo W . Denominamos OP segin 'r , modulo del complg
jo; siendo: T ;
r =\ as.4-4b { y el angulo W, argumen-

to del complejo, siendo W — arc. tag E .

4

region de ero ¢ eio.

Por ser un numero complejo el resultado de sumar
un niimero real a un imaginario puro, de ahora en adelan-
te expresaremos al numero complejo (a,b) segun

(ayb) = (a,0) + (04d) = a- by

en donde 1 representa a ls unidad imaginaria ya introdu
cida. Esta forma recibe el nombre de expresion binomica
de un numero complejo.

_ 51 en ésta sustituimos a y b por sus valores
en términos del modulo y argumento, se tiene como expre-
si6n de un nimero complejo,

r (cos W 4+ 1 sen W)

que recibe el nombre de expresign trigonométrica de un nd
mero complejo.

Comple jos conjugadosg.

Dos numeros complejos, de igual componente real y
de componente'imaginaria de igual valor pero distinto
signo, se diran conjugados. Asi: (2 4 31) y (2- 31) son
dos complejos conjugados.

OPERACIONES COR NUMERQOS COMPLRJOS

75.- SUMA DE DOS NUMEROS COMPLEJOS.

(a+bd 1) 4+ (c+d 1) = (a+ec)+ (b4+4d) 1
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De donde resulta la siguiente reglas: Se llama suma de dos
numeros complejos (a+ bi) y (¢ +di) a un tercer na-
mero complejo que tiene por componente real la suma de

las respectivas componentes reales, y por componente ima-
ginaria la suma de las respectivas componenentes imagina

rias. En forma similar queda definida la sustraccidn en-
tre dos numeros complejos.

OBSERVACION Como un numero real no es sino un ca-
80 particular de numero complejo mediante la anterior rg
gla podremos efectuar la suma entre un numero real y un_
nimero comple jo.

Rjemplos:
R R R B e SN

B3+2)4+(5-3)1

T Ewitn T

ger (523 1)

3 +5) +21
= 8424

Representacion geométrica de la s de d Ume -
ros complejos.

brlb+b,
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Sean los dos numeros complejos (a1 - bl) y (a, 4 b,)
que corresponden respectivamente a los puntos P y P2
Vista la correspondencia entre nimeros complejos y puntos
del plano, el namero complejo suma de los dos considerados,

correspondera a un punto P que tiene por coordenadas la
suma de las respectivas coordenadas de Pl y P .

region dad imaginaria 1 .

Dafinimos para la unidad imaginaria 1 , el valor
que resulta de considerar 42__ _q . De acuerdo a es-

ta definicidén se tendra para las potencias sucesivas de i:

e ey

RS NG L N R

s e Py G SRR S L JRS i, F T X
e A Iy e Ty

76.- PRODUCTO DE NUMEROS COMPLREJOS.

a) Producto de un numero compledo por un nggero
real.

€. (a+bi)=ac 4 beci

Asi se dira que el producto de un numero real por
un complejo es igual a otro numero complejo que tiene por
componente real el producto de la componente real del com
plejo por el nimero en cuestion, y por componente imagina

— |
S
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ria el producto de la componente imaginaria multiplicada
por el niimero real.

b) Producto de dos miumeros complejos.

1) Expresion bindmica del producto de numeros com-
plejos.

(a+bl) (c+d1) —ac+adi+bed+badi

= (ac~bd) +1(ad+ D e)

Se procede en este caso segun lasreglas vistas pa-
ra el producto entre binomios, atendiendo los valores ha-

llados para las distintas potencias de la unidad imagina-
ria.

ry (cos v, + i sen vl) . T, (cos ¥, + 1 sen w2) =

rlrzﬁuu % COos W - senw sen "I’2)+ i(en ¥, COS ¥ 4coa wy sen \.2)7

r,r, [ cos (w4 \ sen (vy4 v,) 7

de donde resulta el ,producto de dos nimeros complejos
igual a un tercer numero complejo de modulo igual al pro-

ducto de los mddulos, y de argumento igual a la suma de
los argumentos.
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77 .- COCIENTE ERTRE NUMEROS COMPLEJOS.

De la definicién de producto entre dos numeros com
plejos se desprende que el cociente de dividir un numero
complejo ©¢, 4 por otro complejo 9{2 gera un nuevo nNumero
complejo ©< que tiene por modulo el cociente de los modu-
los, y por argumento la diferencia de los argumentos.

Para efectuar el cociente entre dos numeros comple
jos, expresados en su forma binomica, gse procedera de la
siguiente manera:

Sea nuestro problema el de calcular:

a+b 1 _
o, B

multiplicando numerador y denominador del primer miembro
por un numero conveniente, y eligiendo éata, conjugado de
denominador se tendra:

(a+bi)(c-d1) _ (ac+0bd) + 1 (ad - be)
(¢ +d1) (c -a 1) 2 4+ g2

resultado que se expresa en términos del médulo r segin

ac + bd . ad - be
—I————-——

i — C{
3?2 rg
EJEMPLO:
PEFAE Ta e SO 384°)%i( 2550 221)
1--21 (1 -2 1)(1+2 1)
P
= ( 6) +1 (4% ¢+ 3) 2 =iy 3 7 1

o5 p° 5 5
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78.- POTERCIAS DE NRUMEROS COMPLRIQS.

Supongamos se desee calcular la potencia n-ésima
(n un nimero natural) de un nfmero complejo

Expresado éste en su forma trigonométrica se tie-
ne
n

s ey 1%
_Lr. cos w +1 sen v)l

= r]rl (cos w431 sen w)

desarrollando la potencia del binomio, y vistas las rela-
ciones que expresan el seno y el coseno de la suma de n
Angulos se tendra:

n
[r (cos w+1 sen w}] = pf (cos nw+ 1 sennv)

formula llamada de MOIVRE, que permite calcular las potep
cias enteras de un nimero complejo dado en su expresién
trigonométrica.

S1 el numero X estuviera dado en su expresion bi-
némica, % = a+b 1 6 se podrd calcular la potencia n-ési-

ma del mismo aplicando la féormula de Hewton vista para el
desarrollo de la potencia de un binomio y agrupando los
términos del desarrollo conforme a los valores de las po-
tencias de la unidad imaginaria.

79.- RAICES DE LOS KRUMEROS COMPLEJOS.

Determinar la raiz n-esima de un numero complejo
gignifica encontrar otro numero cdmplejo tal que su po-
tencia n-ésima sea igual al numero dado. Asi, para que
sea

—
L

Ly

o

will 75
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= Vr (cos w + 1 sen ) =§(cos¢9+i sen?j)

debera ser
n

.(cosfg + 1 sen 4 )] = r (cos w+ 1 sen v)

La condicion para que esta igualdad se cumpla, es que los
mbdulos sean iguales, y que los argumentos correspondan a
Angulos congruentes, es decir sean iguales o difieran en
un numero entero de circunferencias.

Seri entoncest

.. 2
g:nq_r ; %_—;l- nk”‘

De esta manara queda perfectamente determinado el
médulo del complejo ralz n-ésima, por la raiz n-ésima
aritmética del mddulo del compleio dadojen la expresian
del argumento figura la constante indeterminada k , que
admite valoras enteros pero limitados al campo OKKL (n-1)

ya que otros valores enteros de 1la misma conduciran a argu
mentos ya determinados.

Resulta de ésto que todo numero complejo tieme n
raices complejas distintas, que tienen como modulo, la
ralz aritmética del médulo del complejo dado, y como argu
mento:

Mo w2 soowtox@ IR,
n

n n

) s = 2x(n—l)-/7
n

Se escribira as{ en general:

vr (cos w + 1 sen w) = x\l/r_[gozl ("1;' + g%ﬂ,:-bi sen(% % -2#)7
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. . donde R toma los valores Oy 1y 2y .. y n-1, resultan
do las siguientes raices: =

r = nl/T [ cos —!‘{—4'1 sen —:—]

F°°3(w+ )+isen(!+2”)]

H
no

]

Hl

[ cos (= +2'n2”) +1 sen (—E—-f-?i%m]

e

e |
Lo

]

"'ll

(i +(n—§.l)27f)+i sen (-§+ =1)2

r. = 7 COos
- n

80.- BAICES DE NUMFROS REALES.

Expresando un numero real bajo la forma mas general
de un numero complejo, sera posible extender la operacion
de radicacion al caso, hasta ahora vedado, de raices de ip
dice par de nQimeros negativos.

Consideremos el problema de calcular la raiz cuadra-

da de - a siendo 2a , una cantidad positiva. Expresado
este nimero real en su forma trigonometrica

-a = a (cos 180 + 1 sen 180)

su raiz cuadrada se calculara segin la forma general que
ge acaba de exponer.

V—a = Va (cos)180 +1 sen 180 )

ry = l/ a (cos 90 +-1 sen 90 )

]

el

B
w

N .
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r, -"—“/ a (cos 270 + 1 sen 270)

Expresando r, y T, en la forma bindmica se tep
041 /a=1 a

1 . \/_ /—

OS==3 |/ a-==_1 |/ a

que justifica la siguiente igualdad

F:iiF

81.- LOGARITMO DE UN NUMERQ COMPLEJO.

|

T2

Consideremos el problema de calcular el logaritmo
natural de un nimero complejo dado en su expresién bino-
mica

r (cos w+41 sen w)
ix

Aceptando la relacion e = cos x4+ 1 sen x ,que

demostraremos mas adelante en estos apuntes, resulta:
ot 2Mh_ s ok + 1 sen 27h= 1 y 1o que permite
la siguiente expresion dellogaritmo de un nimero complejo:

log = log [ r (cos w + 1 sen w)] =

= log [ . eh']

-log[ r.eiw_ gnu}]

V.

-
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1 a
log[ r-e(v+2 IT)}

log T + 1 (w4 2RTT) log. e

log [ r(cos w41 sen v)] =log r+i (w42kM

-

(a0 = 2 )

de donde resulta que el logaritmo de un niumero complejo,
dado en su forma trigonométrica, es otro numero complejo
dado en su expresion binomica, cuya componente real es

igual al logaritmo del modulo, y cuya coeficiente de 1

resulta de sumar al argumento original w, un niimero entg
ro de giros de circunferencia, o sea: 2R [V .

S1 se asigna a la constante indeterminada R . el
valor o0 , se obtiene el yalor principal del logaritmo
de un numero complejo.

log[r (cos w4 1 senv)]: log r4+1v
82.- 1] SEGUND O .

La forma mas general de la ecuacidén de segundo gra
do con coeficientes reales es

2
ax“+bx+c =20 (1)

en ésta observamos que el primer miembro es casi el desa-
rrollo de (2 a x+b)2 , debidamente adaptado mediante la
sustraccién del término b2 y el agregado del termino
Yac . Se tiene asi:"

2 2
& 2 x2+’+ abx+ bz) —(b2— 4 a ¢)=(2ax+Db) —(b2lac)

3N
p 21
i
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escribiendo el segundo término del segundo miembro en for
ma de cuadrado (el cuadrado de su raiz cuadrada), la (2)
podra escribirse:

2
%

(2a212+b)2 - [i.‘/b2-‘+ac )

i
o

Recgrdando que una diferencia de cuadrados puede escribirse
sezun el producto de la suma de los numeros por su dife-
rencia, la ecuacion anterior podra escribirse:

(2ax.|.-b+\/b2_l+ac)(2ax+b— \/ba-hac)=n

los valores que satisfacen esta condicién, son los que any
lan a uno de los dos factores, es decir cumplen la condi-
cion:

2
2 a x+b+/b 2 N A N

2
de donde resulta: X, = Gy = \/b -hac
2 a

o la condiciodn: 2&1+b—Jh2—hac=0

de donde resulta: - b fl/ b2 -4 ac

e 2 a

expresiones ambas que se redgcen a una ﬁnica, que se deno-
mina resolvente de la ecuacion de segundo grado

+ / 5
-b -\ b -Lkac
2 a

De 1la 9bservac16n de esta resolvente se concluye
que la ecuacion general de segundo grado admite dos raices

=11
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o valores de la variable que las gatisfacen; la forma de
las cuales dependen de la expresion p2 - 4 a ¢ , que re

cibe el nombre de discriminante de la ecuacion de segundo
grado.

Si el discriminante es positivo, la ecuacidn admite
dos raices reales y distintas.

S1 el minante es igual a cerg, la ecuacion ad-
mitira una ruiz real que s que se dira doble.

Si el discriminante es negativo, la determinacidn de
la raices requerira el calculo de la raiz cuadrada de un nj
mero negativo, 1o que hace que la ecuacion tenga dos raices
complejas conjugadas.

Ejemplo:

i) Consideremos'el problema de determinar las raices
de 1la siguiente ecuacion de segundo grado

5 xzﬁ- 3x-2 =0

aplicando la resolvente se obtiene:

-3,/ 9+Mko Ligatin

10 10

X s

que me conduce a los siguientes valores para las ralces:

R i o (b
=] 10 10
-3 =7
e e )
% 10

11) Determinar las raices de la ecuacion
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2 12 +4x42 =0

aplicando la resolvente se tiene

—hi‘/l6-16 J+'I\/o

e — —
L L4
g <Hoto
g R
N
Il=x2=-—-l+—'=-l 4

Se dira en este caso que X = -1 es una raiz real doble d

1a ecuacidén 2 x° 4 4 x4 2 = O.

111) Determinar las raices de 1la ecuacion

2
2°x. "= 6-x 49 0

aplicando la resolvente se tiene

- -
Egio. 2+ (36 -%0 e

R n
1=6ii|/—‘+=5_12
N
6 + 21 3 1
X = = —_— 1
‘ " 2+2

7 4
‘/LJI

|
[ 301

- ey
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siendo en este caso xl y 12 s ralces de 1la ecuacién, dos

comple jos conjugados

83.- PROPIEDADES DE LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO

GRADO.

Vista 1la expresion de las mismas segan

2 2
x__-b-\/b-hac ; __-b-l-‘/b—hac
2 B 2 a e > a

resulta sumando m.a.m.

2 2
T o= -b - \/ b hac - bt/ b - k& ac

2 a 2 a

-20Db =~b
kX = e

2 a a

que nos dice: en una ecuacion de segundo grado, la suma de
las raices es igual al cociente de dividir el coeficiente
de x , tomado con el signo cambiado, por el coeficiente
del término en x2 .

Si efectuamos el producto x; - X, se tendra:

3 ap o pH - b ac
1* =22 2 a : 2 a

et g 2
b2-b\/b2-uac+b\/b2-uac - (V2% a o)

L a2

2
B Oy (b° - 4 a ) e b2-f 4 a c
- = 2

4 a2 4 a

_~ s
—1Z,
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=1+nc -
A2 4 a° a

que nos dice: en una ecuacion de segundo grado, el’producto
de las raices es igual al cociente de dividir el _termino ip
dependiente por el coeficiente del termino en .






.
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8%.- PROGRESIOQNES.

Se dice que los elementos de una sucesidn finita
0 indefinida de numeros

al » 32 ’ 33,000, an,oo-

constituyen una progresion cuando el valor de cada uno
de los elementos queda determinado al conocerse la posi-
cién del mismo dentro de la sucesidn.

85.- PROGRESION ARITMETICA.

Se djce que los elementos de una sucesidn forman
una progresion aritmetica cuando cada término resulta de
sumarle al anterior'un numero fijo que recibe el nombrg
de difergncia o razon de la progresion. Asi, la sucesidn
de los numeros pares, 2, 4, 6, 8, .. , 2n , (2n+ 2) g5 e
constituye una progresion aritmética de diferencia 2, va
que

l”'-2=6-)+=8"6=000 =(2r’~4‘2) b (2n)=2

En una progresion aritmética genérica, de razén

0 diferencia 4, a) » 8, a3 ses 9 8

se tendra por definicidn:

Shehaae = ohorats

a = +4
W2 e

o

R
il £
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sumando miembro a miembro estas igualdades se tendra,
luego de cancelar aquellos terminos que figuren en am-
bos miembros:

de donde:

a = A& -kd (ppd
h h+k

Consideremos ahora dos términos de la progresiocn

anterior que equidisten de los extremos: a y a
. 1 1+k m -k

En virtud de la (1) y la (2) se tiene:

a = a k 4 y a = a -k d
14k e BT n

sumando m.a.m. estas dos igualdades, y cancelando los
términos comunes a ambos miembros,se tiene:

al+k+ a8 _x = 8 t8a,

que justifica la siguiente propiedad. La suma de dos ter
minos que equidisten de los extremos en una progresion
aritmética, es igual a la suma del primero mas el Gltimo
término de dicha progresidn.

Aplicando la propiedad anterior podremos calcular
el valor'de la suma de los n primeros terminos de una
progresion aritmetica de primer téermino a, y de dife-

rencia q . Indicando con &S el valor de1 dicha suma
se tendra: n
%:=ﬁ+%+nﬂu‘+%

3N

P
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S = a + a +a2+...+a

Sumando m.a.m.

2 Sn= (al+ %)+(a2+ 8 1 ) + ...+(an+al)

resultando en virtud de la propiedad anterior:
2 8§, =n (al—f- an)

y finalmente:

n(al+ a,)
2

formula que nos da el valor de la suma de los n prime-
ros términos de una progresidn aritmetica, en funcidn del
valor del primer termino, del ultimo y del numero de tér-
minos que se consideren. Si quisiéramos expresar S en

funcidn de 8, » d; , ¥ n ;sustituyendo en la anterior

an=al(n-1)d

se tendra:

n(n-1)d

Sn=n a1+ >

86.- PROGRESIONES GROMETRICAS

Se dice que los elementos de una sucesion



156

a a a TE 8 Jeee
1, 2 9 3 ) ] n’

constituyen una progresidn geométrica,cuando cada térmi-
no de la misma se deduce del anterior multiplicandolo por

un nimero fijo llamado ra;én de la progresion. Asl los
elementos de una progresion geometrica quedan detgrmina-
dos al conocerse el primer termino al s ¥ 1la razon q.

Por la definicidn se tiene:

= . ’ 1:-& ° ...'8 = °
. B G e o il Ak Bk -

multiplicando m.a.m. estas igualdades y eliminando facto-
res comunes a ambos miembros se tiene:

a — . § .
h+k h © (3)
de la que resulta:
=k
Consideremos ahora doi términos de la progresion anterior
que equidisten de los extremos; sean estos 31+k y a ’
n-.

En virtud de la (3) y (4) se tendra:

k k

multiplicando m.a.m. estas dos igualdades y simplifican-
do, se tendra:

a ° =— )
1+ k an - k a1 “n

que nos dice: el producto de dos términos de una progre-

|
-
2
|~
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s1én geométrica,que equidisten de los extremos, es igual
al valor del producto de dichos términos extremos.

Aplicando esta propiedad podremos calcular el va-
lor del producto de los n primeros términos de una pro
gresion geometrica,

xazx..xan

o
I

— a X a p AP it
n n n-1

8
2 =5 n . £ n
lf’n—-{a,_.l .an) b Pn _J(al.nn}

Sg,pa de log n primeros términos de una progre-
3ion geometrica,

Indicando dicha suma con S, se tendra

Sn= al -+ 82+ ses ~+ an-l + an (1)

multiplicgndo ambos miembros por q , razon de la propor
c1én geométrica, se tiene:

q. Snzal qQ + a2 q + "'+ln-1 q+4+ an. q

q. S =a, -+ a; i ivnehRasiiis 841 (11)

restando la (1) de la (11) y simplificando los términos
comunes resulta:

|
o

Sno(q-l)

de donde: e

Vd

3
=



158

L o P 1

En =
q -1

y finalmente expresando an-—l en terminos de 8, segun
8,41 =8 ay se tendra

L
8p = a8y ;——:j;-

la que se suele presentar, maltiplicando numerador y de-
nominador por (-1), en la forma:

1 - q
Sp = 8 » ——
l1-q

y nos da una expresiég para la suma de los n p;imeros té;
minos de una progresion geométrica de primer termino ay
y de razon q .

87.- LIMITES.

Si se tiene una sucesidén indefinida de numeros

se dira que la misma tiende al valor limite a, cuando

’

la diferencia entre el termino general de 1la sucaesion y
el 1{mite de la misma, a, -a, se haga tan pequefia co-

mo se quiera,a partir de un cierto n en adelante.
La definicidn rigurosa de 1imite nos dice:

IN

.:.'
.',-:g!“
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a es el 1imite de la sucesidn anterior si: dado un & ar
bitrario positivo, existe un n= v tal que, para todo
n>v, la diferencia @& - a sea, en valor absoluto,
menor que ¢ .,

En formulas esto equivale a expresar:

la, - & |< & 3o Jag 1 - 8KES ¢ <. 3

0 sea,apartir de un n = v, en adelante

~€&<a -a < ¢

0 1o que es lo mismo
& =& SALT < AR e

que nos dice que,a partir de un  n en adelante, es de-
eir salvc un namero finito de termino, todos los termi-
nos de la »ucesidon se hallan dentro del intervalo de an-
cho 2& , que tiene por centre el 1imite de la sucesién
considerada.

As{, 81 a es el 1imite de la sucesién ia ]s me
escribira: 2

lim a = a
N—-00 n

que se lee:el limite de la sucesidn Ean} ,cuando n crece
irdefinidamente,es el valor finito a.
Ejemplo:

1) La sucesioén

L Aasel Y0y e = o 3 (. yioua

AN

7



160

tiene por 1{mite el valor O, ya que la diferencia

A o| — 1 , se mantiene, a partir de un cierto n
n n

en adelante, (que depende de £ ) menor que cualquier £
arbitrario positivo.

Tomando & =0,0001 observe que

L < o0,0001
n

para todo n > 10000,por lo que concluyo escribiendo

)1 et s
n—-Qoo n

11) La gucesion

2 23 >

tiene también por limite cero,ya que la diferencia

T RV T N T U a A R E
22

puede hacerse tan pequefia como se quiera. Asignando a £
el valor arbitrario & =0.001 se tendra:

1 < o.om
n -
2

para todo n a partir del término en que
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n
2 > 1000

o sea a partir'de n=10 en adelante. Por tanto en virtud
de la definicidén de ldmite se escribira:

1im —— s O
2n

111) La sucesién

_2_’_3._ ',l_,!'_"__ ,_'.,n""l’..'
1 2

tiene por limite 1 ya que

g B n = _1_ 3 hemos visto
n n n

(1) ,puede hacerse tan pequefio como se quiera. Asi se escri-
bira:

1im n—1 _ 4
N=-p 00 n

iv) La sucesién

-4+ 4 e

tiene evidentemente el 1imite O pero presenta la particu-
laridad de tener sus términos alternadamente positivos y
negativos (las sucesivas diferencias a_ - a , tendran por
tanto signos alternados,por lo que en este caso resulta
esencial trabajar con valores absolutos, necesidad que hag
ta este ejemplo no habia aparecido manifiestamente).

Limite infinito.

Si en una sucesidn ocurre que el valor de cada uno
de sus términos, a partir de un n en adelante, se mantig
ne superior en valor absoluto a un numero arbitrario posi-
tivo A , es decir, si se observa

m

CLk
Blan o
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|av|>A, |%+1| S>A3 o 03 |Av+p]>A’ e

se dirad que la sucesion tiende a infinito, o tiene por 14.
mite infinito, lo que se nota segun

1lim a, = @
n-+ oo

Se distinguiran ademds los dos caso8+0 y - @
observando en cada caso si a partir de un cierto n en
adelante todos los términos de la sucesion sean positivos
o negativos. Se tendra as{ respectivamente:

Iimar -+ o y 1im &8 = - 00
n+ 00 n-+00

1) La sucesidn

2
1,2'}4‘19,&--,!1,-1:

tiene por limite - 0o ya que giendo todos sus gérminos
positivos, se observa que el termino general n< supera,
a partir de un cierto n en adelante, a cualquier valor
fijo por grande que sea. En consecuencia se escribiria:

1im n2:= + 00
n— o

11) La sucesiodn
n
-1’ 2 9 -3 9 )+ 9 #ne 9 (—1) ) n’ () o R =)

tiene por 1{mite oo ya que siendo de signos alternados
se observa que 91 valor absoluto del teérmino general su-
pera, a condicion de considerar un termino suficientemel
te avanzado, a cualquier nimero fijo por grande que sea.
En consecuencia se escribira:

4l
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n
1im (-1) .n = o0
D+00

88 « = Ci-‘“v T -—
LANRTES.

Llamaremos copnvergepnte a toda sucesidn que tienda
a un limite finito; divergente a la que presente 1{mite

infinito; e Indeterminada u gscilante a aquellas que ca-
recen de 1imite,

Un ejemplo de sucesion indeterminada u oscilante
lo da 1la siguiente sucesion:

k-l)n-%'—%-} » Yya que tiene dos puntos de acumla-

cion alrededor de 41 ¥y, -1, pero ningin punto 1{mite en
el sentido de la definicion.

CAICULO DE LIMITES.

89.- Limite de_ una suma o diferencia

s1 {an] y {bn\ son dos sucesiones que tienden
8 los 1imites finitos a y b respectivamente, la suce-
n + b}, que tiene por términos la suma de los respecti-
vos de  fa '}y 'y {by}, tendra por li{mite a+ b .

En efecto, por ser

1im a, = a Yy, 1lim b, = Db

Ne00 ' n-s @

se tendra a partir de un cierto n en adelante:

: W 8 ) =
__'_g__<an-a.,:_g_,y 2<.bn b<—§_
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sumando m.a.m. -€ < (ag+ b)) - (a+Db) < &

es decir, por definicion de limite:

1im an+bn=a+b
n—oo
Si en lugar de sumar hubiéramos restado miembro a
miembro las anteriores se tendria:
- E<(a - bn)-(a-b)<£

que en virtud de la definicién de limite corresponde a eg
presar:

1im (a. - b)=1a->
60 n n

Elemplo:
Sea la sucesion {%},que tiene por limite el valor

0 ; y la sucesidn n+1 gque tiene por limite el valor l.
n

Una aplicacion del teorema anterior justifica sea:

1im [“"’1 | = R O
N-+00 n n

Una aplicacidén reiterada de las consecuencias de
esta propiedad nos conduce a la siguiente: La suma alge-
braica de varios sumandos que tienen 1imites finitos,ten-
dra como 1{mite la suma algebraica de los correspondien-
tes 1imites. ‘
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OBSEKVACION: Esta propiedad limita el ntimero de su-
cesiones que se pueden considerar, al caso determinado y
finito. Si el numero de sucesiones que se agregan es infi
nito, nada podra adelantarse sobre su 1{mite. =

1) S1 al estudiar el 1imite de una suma, una de las
sucesiones tiene por limite oo 6 {-goo y la otra tiene
limite finito, la suma tendra por 1{mite respectivamente
oo 0 too.

11) Si smbas sucesiones tienen limite 4+ o0 6 -00
la suma tendra el mismo limite (nada puede agregarse a
esta propiedad en el caso de signos contrarios o indeter-
minados).

90.- LIMITE DE UN_PRODUCTO.

i) s {an] y ‘bn} son dos sucesiones tales
que la primera tiende al limite cero, y la segunda tiende
a un 1imite finito b, la sucesidén producto {an- bn} ten-

dra por limite cero. En efecto, por hipdtesis

1im B a==£20 : 1lim b aimgb
n-oo O n+o0o0 e

luego, a partir de un n en adelante se observara

wl< g s [l <

en consecuencia:

lan. bn|= ,anl‘ , bn[<_§f_ . K = €&

de donde
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1im ( a8 - bn) =0
n-» @

11) 81 a, tlene por 1imite oo, y ademas b, se

conserva siempre superior a un nimero k> 0 , es decir
si:

|
o

lim a,= 00 > lim b,

n—o00 n-- 00
se tendrd a partir deun n en adelante:

an>.§-— b, > k

en consecuencia:
A
lan bn|=lan|'| bn|> X i i

de donde,por la definicion de 1imite
1lim \tan . bn‘= 00
n-+ 00
111) S1 {a ) admite el limite finito a, ¥ {b,)) ad-
mite el limite finito b , se tendrad que el producto fa . b
tiene por limite a.b.

Para demostrar ésto bastara demostrar que la dife-
ferencia |a b - a, bj| se mantiene,a partir de un cierto

n en adelante, tan pequefia como se quiera, Como esta di-
ferencia puede escribirse:

ab - a; bn = a (b- bn)+bn (a - an)
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se tiene por la propiedad (1)

lim a (b -by)=0 ; 1lim b, (a - an)=o
n-=+00 Nn—+00

en consecuencia se verificara:

B £ (b-b,.) < 3 - s
2<8 = _% _§_<'bn{n nn){'_fa_

sumando m.a.m. estas dos desigualdades resulta
-8 <a. (b -by) 4+ by (a - a I E
-E<abdb - a. b=l B

que, por la definicion de 1imite,nos dice:

lim (a_. b.) = a.b
N+ 00 e

91.- LIMITE DE UN COCIENTE.

S1 a, tiende al 1imite finito a, y b tiende

n

al 1{mite finito b, este tiltimo distinto de cero. el co-

clente _-B_ tendera al l1imite -—%—-

hn

Paru demostrar esta propiedad demostraremos pri-

HF,;

%
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meramente que si!

1im b =b , serd 1lim &= = —&
n-e 00 e n—-00 b b

En efecto: la diferencia

-b
1 _ 1= — = (by - b). e o
b b b. by Dosten>

puede hacerse tan pequefia como se quiera,ya que si b es
finito, a partir de un n en adelante la diferencia

s

(b, - b) tendera a cero, y el cociente bl - no su-

perara a un numero arbitrario fijo. .

Demostrado ésto se tiene:

im D =1m & . = =1lim a. lUm-=—=
neoo by n—-00 by neco = neoo Pp
1
S
b
a
lim n = a C.q.d.
S bn b

11) S1 en un cociente el denominador tiende a in-
finito y el pumerador es finito, el cociente tendra por
1imite cero. En efecto, al ser:

Jdme=g == A Sl Xim v biE =00
n-+ 00 n ; b N o o] .5

sera,a partir de un cierto n en adelante



K
[l S SR
resultando en consecuencia ¢

%n

Pn

_Ianl K —6
Py = A/ dpeds

de donde,por definicién de limite,resulta:

a,
1im 5

n-+ n

= 0 c.q.d.

111) Si1 en un cociente el denominador se conserva
finito, y el numerador tiene por limite infinito, el co-
ciente tendra limite infinito. Rn efecto, al ser

1im = 00 Yy 1lim ©bh_ =D
n-+ oo *n n+co

se tendra, por defin‘cidn de 1imite, y a partir de un
clerto n en adelante quet

[an|> A.K |bnl<K

se tendra entonces:

a,
b

a
Ibn' < A.K
n | Pn| k

de donde, por definicion de limite:

c.q.d.

I
g

1lim n
peCo Yool bn

B o
—17
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iv) Si1 en un cociente el numerador tiende a un 1imj
te finito a, y el denominador tiende al 1limite cero, el
cociente tendra 1imite infinito.

Por ser:
lim a = a y ¥ 1lim bn= o
n— 00 n-+ 0o

a partir de un n en adelante se verificara

. A
| %] > ® ; | bn <%
luego a, |an| 5 K g
= =
Pn 'bnl =

que, por definicion de 1imite corresponde a:

1im SR — 00 c.q.4.
n-soco0 by

92.- Limite de un logaritmo.

S1 b, es una variable que tiende al 1imite fini-
to b, o sea si: 1lim b, =Db , se tendra:
nNn-00

lim  (logy b,) =1log, b.
n-00

O sea: el limitg del logaritmo de una variable es igual al
logaritmo del limite de 1a misma. Para esto se debera obser
var, a partir de un cierto n en adelante:

- € > logg by - log, b < €

Tomando la base de nuestro sistema de logaritmos,
a > 1, se tendra para € arbitrario positivo;



171

y como b
:rlximoo 5 = ], sera
-
- E b &
a- R bn $opa

-
Tomando logaritmos en base & se tiene:

Slig E
log, a < log, b, - log, b <log, a

0 sea:

-€ <log, b -1log b < &
de donde,por la definicion de limite,resultax

= log‘a b

1im log, by, = logy, lim b,

n-+ 00 Nn—-+00

C.q.d-

93.- LIMITE DE DNA POTENCIA

1) 81 a es un nimero positivo, y b tiende al

1imite finito b, o sea:

a > o Ibn-b|<&

1)

se tendra:
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b b
lim a n a
nN—e00

bp

En efecto,si1 logramos demostrar que,la diferencia a -ab

se mantiene, en valor absoluto y a partir de un clep
to n en adelante, tan pequefia como se quiera, habremos
demostrado nuestro teorema.

Estudiaremos esta diferencia

bn-b

En el segundo miembro, por ser lim b =b , a condicién
n--00

de considerar un n suficientemente avanzado, la diferep

cia b, - b se hace tan proxima a cero como se quiera,

resultando por tanto el valor absoluto de 1la diferencia

L e

de donde resulta

b b
1im (xatii- sam)si="10
n—+00
y en consecuencia
b
b
1im a D ia c.q.d.
n-+oo
11) Si se tiene 1im a = a> 0 3y ademas
n
n-+- o
ocurre x
lim b, =Db , sera:
n— oo .
b b
1lim a = — |

I -%00

3N

! ’ lfﬂ ;
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S1% > 1, es la base de un sistema de logaritmos se
tendra:

y

105* a, = bn P log\‘ an

de donde -
= (=4 S

8n

Se tendra asi por propiedades anteriores:

by °<11m (bplog, an)_ b.log, a

lim a, = =
n—=ga
b
108 &’

I COCT )

by b
1lim ap — c.q.d.
N—00

94, - LIMITES INDETERMINADOS

Corresponderan a aquellos casos que escapan a las

reglas provistas por los teoremas que se acaban de demog

trar. En estos casos el conogimiento’de los 1imites de
lgs elementos de una expresidn aritmética no determina-
ra el 1imite de la misma.

Estos casos de que hacemos mencién, pueden sinte-
tizarse en los siguientes expresiones indeterminadas.

1) si a— o y bp—eo

la expresidn a, . b, sera, en el 1imite, de la for-

Pa indeterminada o . ™.
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ANSSd= i Ta = 0"y Y, b,-—= O

a 4

la expresion bn serd, en el 1imite, de la forma in
n

determinada % .

111) 81 a —=~o00 , ¥ b, —* 00,

la expresion w18 sera, en el limite, de la forma

bn
(+]]
indeterminada oG

iv) 81 a —eo00 , y by—eo00 la expresidn
a, - by serd, en el 1imite, de la forma icdeterminada

(o]0] Pt OO .

v) S8 a —eo0, ¥y byp—eo

b
la expresién a % gerd, en el 1imite, de la forma in-

determinada 20,

95,.- LIMITES DE EXPRESIONES RACIONALES

Las formas indeterminadas del tipo 22 son su-
0o

ceptibles de admitir un 1limite cuando se trate de expre-

siones racionales, es decir del tipo:

k k-1
ao n +81 n + oco-lLa-

o T e i
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Cuando n crece indefinidamente,tanto el numera
dor como el denominador tienden a o0o. Tal indetermina-
cion podra quebrarse si se divide numerador y denomina-
dor de la expresion,por la mayor de aquellas dos poten-
cilas de n que determinan el grado de los respectivos
polinomios en numerador y denominador.

Consideremos como ejemplo numérico el problema de
calcular

1m 2103 + 310+ 5
T 2n2+6n-|-3

3

Dividiendo numerador y denominador por n- se tendra:

2n3 +3n°+ 5 2'*%'*‘15;3—
2 n2-+ 6 n+ 3 -12-1-4....6.3 + ‘17

si en este momento hacemos ténder n a infinito, el nu-
merador tendra por 1li{mite 2 , mientras que el denomina-
dor tendra por lim;te cero. En consecuencia el limite
de nuestra expresion sera infinito.

Consideremos, al través de otro ejemplo numérico,
el caso en Que los resjectivos polinomios del numerador
y denominador sean del mismo grado. Sea nuestro problema
el de calcular

14m L n5-+ 6 nd -2

n-+ 00

12 n5-+ 3 nu -2 n3+-h n->95

Dividiendo numerador y denominador por n’J

se llegara a:

¥
o

= nas 8 BB
 \AN
™

WA g
—~ 17
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Al crecer n indefinidamente, numerador y denominador
tenderan respectivamente a los limites finitos 4 y 12
por tanto nuestra expresion racional tendra por limite

Jit - el s
ik

Operando de esta manera podremos resolver inde-
terminaciones en expresiones raclonales cualesquiera.
Bastara tan solo llevar las mismas a la forma tlpica
que se acaba de estudiar.

96.- SUCESIONES MONOTONAS CONVERGENTES

.
S41 se tienen dos sucesiones [an} y Ibnl tales
que: 1) {an\ sea una sucesién creciente, es decir:
&n < an+1

11) ‘b)) sea una sucesidédn decreciente, es decir

by > by

111) Cada elemento de a_  sea inferior a todo

elemento de b, , es decir:

iv) La diferencia b, - a_,entre dos términos

correspondientes se mantenza menor que &€ , para todo n
a partir de un cierto n= v en adelante, es decir si:

|bn-an|<£

'1{-'.: o : .l.
7



177

Se dira que ambas sucesiones convergen hacia un 1imite
comin que es el elemento de separacion de las dos cla-
ses.

97.- RUMERO e

Vista 1la anterior _propiedad, estudiemos las suce-
siones que tienen por términos generales:

el : 1 n+1

Se observa que son dos sucesiones mondtonas con-
vergentes ya que:

i) La primera sucesidn es creciente. En efecto,
la razén de un termino al anterior:

n
1+ “i'i’ - (ag) (Bhy?
& a=1
1+ 2= )™ (+ 2"tk ™ n
(n+1) (n-1)]" o ) 3
5 i (1 =" %9 1 =i
IL g n n
= = - > E=1
: L5 jges 5 l - =

nos da un namero mayor que la unidad, de donde cada tér-
mino de la sucesidén es mayor que el anterior.

n ( -
?xS en el desarrollo de (1 - e ) = 1- n2 i n(n11+)
n2 n2 ' 21 n

n(n-1) (n-2)
3! n8
crece indefinidamente. Por ser los términos del segundo

piembro, de signos alternados, es inmediato que si corta-

mos la suma en un térming deterhinado,se comete un error
menor que el valor del termino siguiente Por tanto se
tendra

i 4 n

(1 - _;E ) > 1 - ;E .

4 ... se observa que el término general de-

BN
P
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i11) La _segunda aucesidn es decreciente. En efecto
1a razén de un termino al siguiente:

a+ =5 ) (2 % =<g_l>" (=) _
a+ —2—"*+ @+l)1+ 1) 14 7

% . 2 (xx) 5
Fop R Ll = B we
1+ 1+ = 1+ 2

nos da un nimero mayor que la unidad, de donde resulta
que cada término es mayor que el siguiente.

111) Por tratarge de potenciag de base mayor que
la dad habra de verificarse ara todo n 3

iv) La diferencia entre dos términos de un mismo
orden de ambas sucesiones se hace tan peguena como_se quig

ra, BEn efecto, 1la diferemcia:

1+ —%—- e % ) = ( 1+-1ﬁ )n(l-u-ll-i -1)

n+1l

<+ %) .

o]

~~
[
v
=] [
~s
ST
-

o st nartol 16 dex (1 4 e g) e 14 =2
-1 n==- 1

n (n-1) iz ... consideramos tan solo los dos pri
2:(n2-1)2

meros términos, tendremos un valor aproximado por defectoy
de donde

1 )n n

n?- 1 n2- 1l

(1 4

1N
B
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n+1
y este producto,en que (1 4-% ) se mantiene inferior

a * vy 1 — o, tenderd a cero con n-—« oo de donde,
n

a partir de un n en adelante

n+1

I{l-p- }—l) -(l+%)n' S c.q.d.

Ruestras dos sucesiones, queda asi demostrado, conyergen
hacia un 1limite comin: el niimeroc e , definido segin

a

1im (1-&1) = e
nNn—e 0o n

Potencias del niumero o

Demostraremos que:

n n
1im (l+— ) —] @
n oo

n
En efecto, en (1 4 .X. ) , podemos efectuar la
n
sustitucién X _ o 1 ; as! se observara
n

X

Como en el limite, cuando n —» oo, también m —-o00 sera:
X

e
lim (14 X )n= 1im {l'l-}.L }ml =[lim (1+ % )n1 =g
Ne0o n o+ n ne® ]

x
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1im ( 14 -‘n& R~ c.q.d,
n-+ 00
y de la misma forma
B - X
im  (1- 2 ) = e

n-- @
98.- CALCULO DEL KUMERO e

Ya hemos visto que el 1{mite anterior existe y es
finito; procedamos ahora a calcularlo. Para esto observe-
mos la expresidn

+__. e U8 +n(n—;l_.2 x n(n-l)(n-2) 13 ¥
)l s DSt
2 3
-hﬂiQ:ll;ﬁ&#l._Z§.== Top aminn (1 o) Eﬂf(l_.i ) (1- §T+
n! 5 1! n’ 21 n
1 A
n- =
e e

al crecer n indefinidamente, el segundo miembro resul-
tara suma de infinitos terminos, en donde los factores

(1 -
tendra

E ), (1 - 2) etc. tienden a la wnidad, As{ se
n

2 .
lim (1+x ) -l+—_" ' <+ + !+—|—‘|'tnl
n+o0o . 2! n !

dando en la anterior, a x el valor 1 se tiene:
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n
e = 1im (1+ ) =" 1 ML RN g S
T +l|l 2!+ + n'! -+ ssa

formula que nos permite calcular el valor aproximado del
nimero e con tantos términos como se quiera,

= 0.5
= 0.1666...

1
i
1
ey
41
-&T = 0.041666 ...
27
2T

[

0.000333 ...

0.0013888 ...

( ] L] L] [ 4 [ J (] [ ] o (] ® [ ]

99.- SERIES.

Dada una sucesion indefinida:

‘1’ a2’ 83, L 9 an’ L
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se llamara serie a la suma de los infinitos términos de
la misma:

a,+ a,+ a3 + o4 8, 4 oo
Para estudiar esta suma de infinitos sumandos, formamos
la sucesién de las sumas parciales:

St

82=al‘*-a
s3- a, -l—a2 4-83

s, = al+a2+ see + 8

que constituye una sucesidn indefinida, pudiendo n asu-
mir cualquier valor. Si esta sucesidn es convergente, es
decir si:

1im Se S
n—+om

se dira que la serie os convergente, denotando con S 1la
suma de la misma,

Si fuera 1im s, = o, la serie se dira divergente, su-
n—-oco o

perando su suma a cualquier valor fijo.

S1 la sucesiéon s no admite un limite, se diré que 1la

serie es indeterminada u oscilante.

Consideremos, la suma de los términos de una progresion
geométrica indefinida:

2
1+ qa 49 + q3+--.+qn+---
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Al estudiar las progresiones geométricas vimos que:

R 1 h

w
I
ll
I

Iesg 1 - g 1-q

Siendo S el término general de la sucesién de las su-

mas parciales, al estudiar el 1limite de las mismas, se
observan tres casos:

A9 |l

Se tendra: 1im q® = 0, resultando
n—» 0o
lim S—L— l =S
n—- 00 l1-q

que corresponde al caso de una serie convergente.

la| > 1
Se tendra: 1lim q = o, resultando
n—s 00 .
n
1im s, — 1lim [ 1 - 3 = ©
Ne 00 - N 0O l-q 1l -4

superando por tanto el término general, a cualquier nume-
ro fijo, como corresponde al caso de una serie divergente.

4:414%) ,q =1

Si la razdén es igual a la unidad, q =1, 1la sg
B — ] ) — L sacita] s et sera divergente

Si la razon es igual a -1, la serie 1 -1 +1-
<1 TS sera oscilante, ya que la sucesion de 1las
sumas parciales presenta alterqadamente los valores 1 Yy
0, careciendo por tanto de limite finito.
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100.- CONDICION NECESARIA DE CONVERGENCIA.
Hemos visto que, para que una serie se diga con-
vergente se debia cumplir:

1lim Bn = 8
n—+ 00

lo que entrafia

11m Sn_l — 8

n— 00
Se tendrd as{ 1lim (s -8_.) =0
N n n-.1L
y como
an - Sn_l — an

debera ser
1im a, = 0
n-» 0o

ésta, condicion necesarja para la convergencia de una se-
rie, no es suriciente. Probaremos esto {i1timo a traves
de un ejemplo: ®

Consideremos la serie arménica:s

L 1 1 1
+ + - + — +||-l+ - - a
1l > 3 L = +
En la misma, el término general %., tiende a cero, ya

que 1lim 1 = 0L
n

Jol 0 0]

Ordenando convenientemente los términos de la mig
ma resulta: .

IV 1

3N

Py
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3ot

L+ gd>t+g =
R R P R R
b ot byt > dpedet ede-
s, >1+%+2+2+ 324,

se observa asi que, a condicion de tomar un nimero sufi-

ciente de términos, el desarrollo anterior supera a cual-

quier numero fijo, por lo tanto 1lim s, = 0o , siendo,
n-=o

en consecuencia, la serie armonica, divergente.

101.- CRITERIOS DE CORVERGERCIA.

Para determinar si una serie dada es convergente,
es decir si 1lim S =S , a fin de poder afrontar pos-
N+ Q0
teriormente el calcu.o del valor rfhmérico de la suma de
los infinitos términos de la misma, se debera recurrir a
algun criterio general de convergencia, de los que se in-
dican los mas conocidos:

i) Criterio de Cauchy. Si desde un valor de n en

adelante se conserva n —— , menor que un numero positi

v 8n

Vo k <1, la serie en cuestidn sera convergente. S1,
por el contrario resultara nq[——.>]_ > la serie sera

divergente.

o n
S1 ocurre que n}/_an<k <1 ysera a, <k , sien-

do los términos de 1la serie en cuestidn, respectivamente
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menores que los correspondientes de la serie geométrica

2 n
1 + k + k+ .-.+k+n.o
que sabemos es conyergente,por ser k ¢ 1 3 en conse-
cuencia sera también convergente la serle dada. c.q.d.
11) Criterio,de D'Alembert.

S1 desde un valor de n en adelante se conserva

la razén de un término al anterior: a, menor que
fn-1
un numero positivo k <1 , la serie sera convergente.
Si por el contrario resultara a, - la serie
s ]
8n-1

sera divergente.

Siempre se puede suponer que el §érmino n-ésimo
en cuestién es el primero, ya que los terminos preceden-
tes tienen una suma finita. lo que no altera el caracter
de la serie.

Asi, si se observa desde n=2 en adelante

a
< k ’
an-1
sera: a2<a1 k = a, k

a3<a2 Kl alk
%q_‘a3 kL ay k3

m. y agregando a ambos miembros el término

Ve
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2

Como la serie del término mayorante es convergen-

te; para k <1 tlene por 1{mite —L — , gera:

al"" 8.2+ a3+ o-o<alo l—.

en consecuencia, por mantenerse la suma de los n prime-
ros términos de la serie en cuestion, menor que un nimero

g&+9 a, - _—l_k queda demostrado que la misma es cop
=2
vergente.

102.- NOCIORES DE CALCULO INFINITESIMAL.

103.- Bcuacidén de la recta que pasa por dos pun-
tos.-

Hemos visto la ecuacidn general de la recta
y=m x+h (1)

Para que la (1) cumpla con la condicion de pasar
por el punto P, de coordenadas X o, ¥ evidentemen-

te se debera cumplir la condicion de pertenencia:

VAR (2)

formando una ecuacidén consecuencia de (1) y (2) se ten-
dra

y-y1=m(x—x1) (3)

que recibe el nombre de ecuacidn del haz de rectas que
pasan por el punto de coordenadas X9 Y707 muestra

BN
]
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las relaciones que hay entre las coordenadas de los pun
tos del plano pertenecientes a una de las infinitas rec-
tas que pasan por el punto P. El parametro m de la (3)
mide, en este caso, lo mismo que en la ecuacion general
de la recta, el coeficiente angular o pendiente de 1la
recta. En este caso, m puede asumir valores arbitra-
rios, lo que corresponde a elegir una cualquiera, de en-
tre las infinitas rectas que cumplen con la condicidn de
pasar por P .

S1 para determinar una de las infinitas rectas
que pasan por P , imponemos a (3) la condicidn de satig
facer las coordenadas de un segundo punto P, ; lo que

geometricamente equivale a elegir de entre las infinitas

rectas que pasan por Pl s aquella que pase también por
P2 ; se debera cumplir:

T yl= m (XQ & 11) (W)

Formando entre la (3) y la (4) una ecuacion consecuencia,
dividiendo m.a.m. se tendra:

=31 =x-x] (5)
Y%‘yl X2-Xl

que es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
Py y P, , de coordenadas respectivamente iguales a:

(x157y)) (x2 3 y2). Como en 1a (R) enavace la ecuacion de la reg-

ta, escrita en su forma 1molic1ta, no se observan inmedia
tamente los valores de los parametros: coeficiente angu-
lar y ordenada al origen. A fin de poder destacar los cg
rrespondientes valores de estos dos parametros de la ecug
cion de la recta se podra expresar la (5) en la forma que
nos es familiar para la ecuacidn de la recta:

7

B ow
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= x - [y, -y,) - (6)
ST R (@ -¥) % -]
2 1
} 4
m h
coeficiente ordenada
angular al origen

EJEMPLO: Determinar la ecuacidn de la recta que pasa por
los puntos Py (2 4, 5), Pp, ( -1, 3)

sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en la
(5), se tiene:

YaA-.5 X

3-5 == 20

De donde resulta

win

y = =+1§=

que es la ecuacion de la recta pedida, y en dgnde se ob-
gservan los valores correspondientes a los parametros: or
denada al origen %}_ s ¥ coeficiente angular 2 .

3

~17

AN
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Como el coeficiente angular de la ecuacion de la
recta mide la tangente trigonométrica del angulo que for
ma dicha recta con el sentido positivo del eje de las
x , llamando coneo a dicho angulo se tendra:

o = arc. tag. %:330 Lo

104.- FCUACION DFE LA RECTA SECANTE A UNA CURVA.

___—__—_———-_——

Consideremos la curva de ecuacion y = f(x). Por
dos puntos cualesquiera de la misma se puede pasar una
recta que se denomim}ra gsecante a la curva en esos dos
puntos. Asi en la grafica

b1
2
® 6““’”
el
o % Ke 3

r seca a la curva de ecuacion y = f(x) en Pl(xl,yl)
y P2(x2,y2).La ecuaciédn de r quedara determinada cuan
do se conozcan las abscisas de Py ¥y P, , ya que las reg

pectivas ordenadas quedaran determinadas por los corres-
pondientes valores que arroje en esos puntos la funcion

Bl coeficiente angular de la recta secante a una
curva en dos puntos dados de la misma mide la pendiente:
o crecimiento medio de la funcidn en el intervalo que
sustenta los dos puntos considerados.

— 17
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RJEMPLO. Consideremos la curva de ecuacién ye= ¥°, y

afrontemos el problema de determinar la ecuacion de la
recta que seca a la curva en dos puntos de abscisa 2 y
3 por ejemplo. Las ordenadas correspondientes seran en
congsecuencia 4 y 9 respectivamente, As{ planteado el
proglema, la (5) nos provee la ecuacion de la recta se-
cante:

) Al PO 20 &

9= 3 -2

que llevada a la forma normal de la ecuacion de la recta
resulta:

kT e 0 1

Bl coeficiente angular de la recta secante nos muestra
que para el intervalo 2. 3, el crecimiento medio de la
funcion es tal que a un incremento de una unidad en la va
riable, le corresponde un incremento de cinco unidades a
la funcién.

105.- ECUACIDN DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA
EN_UN_PUNTO.-

S1 se quisiese tener una idea de la variacion de
le funcion en un intervalo mas pequefio, tendriamos que
reducir la amplitud del intervalo x; , X, que susten-

tan los puntos P. y P_ . As{, siguiendo este camino,

1 2
para tener una medida de la variacidén instantanea de 1la
funcién y = f£(x) en un punto dado de la misma, debere-
mos considerar la posicidn limite del caso anterior cuan-
do el segundo punto que se toma sobre la curva, tiende ip
definidamente al primero. En este caso la recta secante
tiende a su posicion 1imite que es la de tangente a la
curva en el punto P1 .

Afrontemos el céiculo analitico QG la ecuacion de
la recta tangente a una curva de ecuacion y = f(x), en



192

un punto P de abscisa x . Sea el punto P(x,y), en dop
de con y designamos la ordenada sobre la curva correg
pondiente a un punto de abscisa x , y sea un punto pro-

ximo Q( x+ Ax , y+ Ay ), en donde con Ax designa
mos un incremento arbitrario de la variable x , y con

Ay el correspondiente incremento de la funcion, de
acuerdo a la siguiente grafica.

Ya L %
‘i:éégzéiiu*bﬁ’
Ay
Ty Ax
/
Jedy
///// :
> x X4 A x g

Se observa en este caso que, para que el punto
Q tienda al punto P , debera tender el punto x+Ax
al punto x , para lo cual basta que x tienda a ¢
ro. lLa ecuacién de la recta tangente a la curva por e
punto P sera entonces la de la secante aue pasa por
P y por Q considerada en su posicién 1imite cuando
Q tiende indefinidamente hacia P . El coeficiente an-
gular de la recta tangente estara dado,en consecuencia

por el 1im 4y . Como el incremento de la funcion
Ax-o0 OQx

resulta de la diferencia entre el valor que corresponde

a la misma en el punto x+ A x y el correspondiente

valor en el punto x , el coeficiente angular de la reg

ta tangente a la curva en el punto de abscisa x , estg

ra dado por el limite de la expresidn:

-
17
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11 f(x+ 0 x) - f(x)
p T, Ax

Cuando con x no denotamos un valor particular
de la variable, sino un valor genérico de la misma, el
1{mite anterior, si existe, y cuya significacién geomé-
trica acabamos de observar, recibe el nombre de ,DERIVADA
DE LA FUONCIOR y = f(x) , y lo denotaremos segiin cual-
quiera de las siguientes formas:

"o £9(x) =D £(x) = 3 _ 11p A¥
4 ; dx Axfo Ax

106.- CONCEPTO DE DERIVADA

Se entendera entonces por derivada de una funcidn
y = f(x) al limite del cociente de dividir el incremep
to de la funcion por el correspondiente incremento arbi-
trario de la variable, cuando este 0ltimo tiende a cero.

EJEMPLO: Consideremos la funcion

G

La relacidén incremental

4y _ f(x+ 0 x) - £(x)
Ax Ax

sera en nuestro caso:

Ay ' Ax)z— x°
Dix srice Ax

Desarrollando el cuadrado y procediendo a efectuar las
correspondientes simplificaciones se tendra:
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Ay 28x: A 'x +A12

4x Ax

A calcular el 1imite de esta ltima expresion, se esta
frente a un caso de indeterminacidon del tipo % que sa

bemos resolver, resultando:
D x - lim él-— -2 X
x»0

Esta nueva funcion, y'= 2 x , derivada de la y =12,
me dara, para cualquier valor de x , es decir para cual-
quier punto de la curva representativa de la funcién

y = x? y la medida de la tangente trigonométrica de 1la
tangente geométrica a la curva en ese punto.

CALCULO DE DERIVADAS

107.- DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES DE UNA MIS-
MA VARIABLE,

Sea por ejJemplo nuestra funcidén

£ ) e {ﬂ(x)+ Y

por definicidn de derivada sera

i) s A e o o (e )i~ £(x)
xe0 Ox  xeo AX
y como
xs Qx) - 1(x) o= @(I%- A x)+ (lu(x-f- A= S (ﬂ(x)- V(x)
Ax (11:

SN
Py
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W(I'i- 4 x) %x) (x+ Ax) - y(x)
A x

Ax

que en el limite para x—- 0 resulta:
£ (x) = W(x) +Y @

De donde se deriva la siguiente regla: La derivada de
una suma de dos o mas funciones es igual a la suma de
las derivadas de las respectivas funciones.

108.- DERIVADA DE UN PRODUCTO DE DOS FUNCIONES
PE-UNA"VARIABLE = : cme = os e

Sea por ejemplo nuestra funcidn

u= @@

y = u . v en donde v i

v = Y(x)

dando a la variable x un incremento Ax s las juncio-
nes u y v recibiran los correspondientes incrementos
Au y Av . Denotando con y el incremento corres

pondiente de la funcidén y , se tiene
y¢+ Ay =(u+ Bu).(v+4v)
v Aoy - muis Vi 1 AT e s S 0 A R Al

restando a ambos miembros el valor y se tendra: g

Ay = u. 4v +v. Au +4u. A v

AN
Pty
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y formando la relacidén incremental

&F= ﬂ‘lil" Au Au
e qu +v e -{--—-—-—-Ax AV

que, en el 1imite para Ax— O me conduce a la siguiep
te

y' = u.v' 4 v.u'

de la que se desprende la siguiente regla practica: La dg
rivada de un producto de dos funciones es igual a la su-
ma de los productos que se obtienen multiplicando la de-
rivada de cada factor por el restante.

109.- DERIVADA DE UN COCIENTE ENTRE DOS FUNCIO-
NES DE UNA VARIABLE.

Sea por ejemplo nuestra funcian

U = ¢(X)
y= 4 en donde:

4

¥ V:V/(X)

Al dar a la variable x el incremento Ax , la ,y reci-
bira el correspondientes incremento Ay al través de los
reSpegtivos incrementos de las variables u y v. se tig
ne asl:

u+ 4 .

I

v+ 4y
v+ QO v

restando a ambos miembros de la anterior el valor correg
pondiente a la funcidén y , para obtener asi la expre-
sion del incremento Ay , se tiene:

) u+ du_u _ uv4+v Au-uv-udv
v+ A4v ¥ V24w Av
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simplificando, se tiene la siguiente expresion del incre
mento de y

Ay AR R A

V2 + v Av

Dividiendo por el incremento de la variable, y distribu-
yendo éste repecto a los dos términos del numerador se
tiene la siguiente relacidén incremental:

Ay Ax uAI
/_\X 2 Av

VEF4+T .Y

que, en el limite cuando A x , incremento de la variable,
tienda a cero, resulta:

S | R e A T
; ve

de 1la que se desprende la siguiente regla practica: lLa
derivada de un cociente entre dos funciones de una varia
ble es igual al denominador por la derivada del numera-
dor, menos éste por la derivada del denominador, partido
por el cuadrado del denominador.

CALCULO DE LAS DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES
ELEMENTALFES.

110.- DERIVADA DE LA FUNCION y::xn

Incrementando la variable en Ax , la funcion ng
cibe el correspondiente incremento Ay ,

Ay=(x+Ax) -

Desarrollando la potencia del binomio, se tiene:
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n (n-1)

Lol |
“os

y -xn-i-nxn—l Ax + JJI-ZAXQ.’.... -

Formando la relacion incremental, dividiendo el incremep
to de la funcion por el incremento asignado a la varia-
ble se tiene:

L n(n-1) -
'/_\.y n xnl Ax+ 2! xn2 A12+n-o
L —
ax A x

Distribuyendo este cociente respecto de cada uno de los
términos del numerador de la anterior resulta:

Ay n-1 Ax n (n-1) B2 Az
Ax = Il X nx - —-—-—-——-2! X Tx e

La que luego de las correspondientes simplificacioness
resulta:

-l -1 n-2 A oo
A% o n 1y 2D 02 Axd

en donde, los términos posteriores al segundo presentan el
factor A x a potencias superiores a la unidad.

En el 1imite, cuando Ax tienda a cero, todos
los téerminos del segundo miembro, excepto el primero, tep
deran a cero, y la derivada estara dada por:

ylowe d4im Al—:n. 21
xo Ax

Caso particular en que nz= 1 .

Aplicando la regla que se desprende del teorema
anterior, se tendra:

Dx =1
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que permite expresar la siguiente regla: la derivada de
la funcion identidad es igual a la unidad.

111.- EXPRESIOR DEL INRCREMERTO DE LA FURCIOR DE
UNA VARIABLE INDEPENDIERTE. -

De la definicidn de derivada de una funcidn

y:f(X),
4
1im AL y!
A x-»o0 4 x
resulta:
gi =y' 4+ 1

en donde ™ tiende a cero con 4x —0 , resultando la

siguiente expresién del incremento Ay de la funciodn:
iy =¥y g A=z

112.- DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUKCIOR.

Si se tiene una funcién y = f(u) en donde

u = {(x),la y sera una funcién de la x a través de
la variable u .
Por la formula que expresa el incremento de una

funcidn correspondiente a un dado incremento para la va-
riable, se tiene,considerando a y como funcién de u

Ay = f'(\lx) Au+/'7 AR
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vAlida también en el caso en que Au —»0 , ya que sera
Ay = 0. Dividiendo ambos miembros por A x para
formar la relacidén incremental se tiene:

Ay = f£'(u) _é.l.+r?_ﬂ_lL
Ax Ax 4x

que en el 1imite para Ax— O resulta:

y' = r'(u). 'ff?’(x)

resultado del que se desprende la regla para el calculo
de 1a derivada de una funcidén de funcioén que dice: La
derivada respecto de la variable x de una funcidn que
depende de ella a traves de otra variable u , es igual
al producto de las derivadas de cada funcion respecto de
la variable de la cual depende directamente.

Rjemplo: Sea por ejemplo mestro problema el de
calcular la derivada de y (2 o - 3)2

En este caso debemos calcular la derivada de la potencia
gegunda de una funcion de la variable x , siendo la va-
riable intermedia, el binomio que figura dentro del pa-

réntesis, Al aplicar la regla para el calculo de la deri
vada de una funcién de funcidn se tendra:

1 RO (22E04 534 6w

113.- DERIVADA DE UR LOGARITMO

Sea nuestra funcion y =1g x , en donde indica-
mos con 1g al logaritmo neperiano, es decir aquel que
tiene por base el numero e .

Aplicando el proceso que nos da la definicién de
derivada, incrementamos en A x 1la variable, obteniendo
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el correspondiente incremento de 1la funcién, dado por:
dy = 1g (x4 AXx) - 1g x

Elaborando la diferencia de logaritmos del segundo miem-
bro y expresandola como logaritmo del correspondiente cQ
ciente se obtiene:

x4+ Ax)
ﬂr=lg_ . J_1{14»- )

x

Formando el cociente incremental resulta:

Ay 1
et e lg(l A

Multiplicando y dividiendo el segundo miembro por x ,
la anterior podra expresarse segun:

_Al = 1 . X . lg 1+ X )
l x x A x AXx
a = . 1lg (1 4 =

En el 1{mite, cuando 4x —+ 0, x/AX -+ ®, por lo que

recordando la definicién del nimero e , se tendra:

y!_ 1im _al_z_l_..lg e —1-‘—

Ax—-0 4x p x

Cuando la base ddal sistema de logaritmos sea distinta
del numero e sy por ser log x =M. 1lg x , en donde

iZ

AN
=
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el mdédulo del sistema de logaritmos en base a 4 M= ﬁ,

se tendra:
1

Dlog X = —m—
a x , 1lg a

11%.- DERIVADA DE UNA FURCIOR RXPONENCIAL.

Sea nuestra funcién y = e~ . Incrementando la
variable en 4x ,obtendremos el correspondiente incre-
mento de la funcion dado por:

Ay == ex+Ax—ex

Dividiendo por el incremento de la variable se tiense:

x
Ay A eXt+8x _ X = X Sk S

Ax e Ax Ax

En el 1imite, cuando el incremento de la variable tienda
a cero, se tendra:

AX—+0 ¥

Demostraremos que el 1imite del segundo miembro tiende a
Ly

Por definicidén de numero e se tiene:
n B
1lim (1 + o S0 =
neoo a

Tomando logaritmos en base e resulta

1 *n
1g [1n Q+ = )| =1 e=1

| n~o0

|
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Por ser el logaritmo de un 1imite igual al limite del
logaritmo se tendra:

1im [lg 1+ )

n-s 00

B
=]
[
]

Llamando % - S s ¥ observando que cuando n - 00j

§—~0, se podra escribir:

. S VLS
1im lg (14 ) = 1
§>01 {
im lg (1+ S ) 1"_- 1
-0 1 S

1l1amando 1lg ( l-f-s )= {? , sera 1+§ = em 2

{ = e,7 -1 y como, cuando § -0 : $ o8 , se podra

escribir:

1im o 2 ]
’?"o e,?-l

sera en consecuencia

7
Yig~ 8 ==l o
‘"? -0 4 c.q.d.
por lo que resulta
x x
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116.- DERIVADA DE LA FUNCION y=sgen X .

Al incrementar la variable en A x , la funcidn
recibe un incremento dado por

Ay = sen (x4+ A x) - sen x
=senxcos x4+ cos x sen Ax - sen x

Dividiendo por el incremento de la variable se tiene:

Ay - COSXSendax_  senx (1- cos Ax)

Ax ax A x

En el 1imite, cuando el incremento de la variable tiende
a cero, la derivada de la funcidén sen x tomara la si-
guiente forma:

y' = cos x 1lim sen Ax o qq4p 1 - cosix
A x-0 A x Ax—-0 A x

Demostraremos que el primer l1{mite tiende a la unidad.

sen x
X

finida para el valor x = o 4, pero 1lim 380 X exis-
x-+0 x

La funcién y = evidentemente no esta de-

te y es igual a la unidad.

Para todo x dado en radianes se tiene como 1lo
prueba la figura:

a'!'
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tag x

Sen X

gan " X 'z < tag'x

Dividiendo por sen x resulta

X < 1

sen X cos X

1<

O sea

1 >senx>’.cos x

X

constantemente com-

Por estar la variable 592—5

prendida entre la unidad y cos x , lo estara también en
el 1imite cuando x—+0 , de donde resulta:

1im sen x
x— 0 X

— b
c.q.d.
Demostraremos que el segundo 1{mite es cero.

Partiendo de la relacibédn estudiada para el coseno
de la suma de dos angulos

2T %
- cos x =sen - cos X
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1 - cos x = sen® % S oas % +.sen2 % +-cosE %

se tiene

2
~ X
1l - cos x= 2 sen 5

cuando el argumento de la funcidn tiende a cero, el se-
gundo miembro tiende a cero, con una potencia superior
a la unidad, por tanto tenderda a cero 1la relacidn

o aCOgs T
X

De estas dos demostraciones resulta que la deri-
vada de la funcion y = sen x esta dada por:

D sen x = cos x

117.- DERIVADA DE LA FUNCION y = coS X .

Para obtener la derivada de esta funcion podria-
mos seguir un camino completamente semejante al desarro-

llado para el caso de la funcién y = sen x s pero expre-
sando el coseno de un arco en funcidén del seno del complg

mento se tiene:

y = cos X = sen (_g-x)

Al derivar esta funcidn, aplicando la regla dada

para la derivacidn de una funcidén de funcidén se tiene:
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y‘-——cos(l - 3X)
2

que,en virtud de las relaciones existentes entre los va-
lores de la funcion seno y coseno de arcos complementa-
rios permite expresar:

Dcos x = - sen x

118.- DERIVADA DE LA FUNCION y == tag Xx.

; Como la fgncién tangente puede expresarse a tra-
ves de la relacion

sen x

ageey. =
cos X

para calcular la derivada de la misma podremos aplicar
la regla dada al estudiar la derivada de un cociente en-
tre dos funciones. Se tiene asi

2
1 cos x cos x - (-sen x) sen x _ cos x + sen2 x

cos® x CO% X

lo que permite expresar el siguiente resultado

1
D tag x = >
cos“ X

119.- DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMRTRICA IN-
VERSAS.

arc sen X (1)

Siendo y

Sera X sen y (2)

Derivando ésta respecto de y se tiene

aoe
7
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dx

ay

= CO0S Y

Expresando el cosenc en términos del seno se tiene

Adx = /1 -sen’y
dy

2 2 ’
en donde, sustituyendo sen” y,por x segun la (2) resul-

ta
= -

Invirtiendo, a fin de tener d ¥y resulta
y X

Darc. sen x = =

g by 12

Si se tiene: y =arc cos x (3)
sera X i COSI* Y. = M)

Derivando respecto de y resulta

sl R -
ay sen y .

Expresando en ésta el sen y , en término del cos !}

se tendra: 4
adoixe, "y o1 - 2
dy l -cos“ y

la que a su vez, por la (4) puede expresarse segin

AN
|



209

i RS l - xz
dy
Invirtiendo, a fin de tener -%—1- resultara
x
D arc. cos X = — 1
l - 12
Si se tiene y = arc tag x (9)
sera xP =" tag= Y. (6)

Derivando ambos miembros respecto de y se tendra

gecordando en este momento la expresidn del coseno de un
angulo en términos de 1la tangente del mismo

CO8 Y = -;_

V 1+ tag? y

vista al estudiar nuestro capi{tulo sobre trigonometria,
se tendra

dx — 14ty
dy

que por la (6) puede expresarse!

adx 2
iy = 14X

e - R
= P
=



210

Invirtiendo, a fin de tensr

D arc. tag x

120.- TABLA DE DERIVADAS.

d x

1

14 x°

dy P resultara:

£ (u) F (u)
vy &zan® y'-a.ua-l.nu
y = (o y'l=0
{ ' 1
Y- u y=:—-—---—-——-Du
2“11
yz—uL Y'=-—l—-Du
2
o
u
y = & y' = a lg a . Du
u
y= e y = ‘a% . Bu
y = lgu y'=-%h Du
y = logu y' = L Du =0.43. = Du
y = senau y'! = cos Du




209

x
dy

Invirtiendo, a fin de tener -%—L resultara

x
D arc. cos X — —— =+
1l - 12
Si se tiene y = arc tag x (5)
sera x = tag y . (6)

Derivando ambos miembros respecto de y se tendra

cddxih o s SNeEHy
d7y coszy

Recordando en este momento la expresidn del coseno de un
angulo en términos de la tangente del mismo

COS ¥ == L

¥/i+tag2 vy

vista al estudiar nuestro capitulo sobre trigonometria,
se tendra

4 x- . fiErieete
dy

que por la (6) puede expresarse:

o 2
3y = 14X



210

Invirtiendo, a fin de tensr

D arec.

tag x

d x

SECERI W 48

1+ x°

120.- TABLA DE DERIVADAS.

dy A resultara;

£ (u) F (u)
y = u? y'-a.ua-l.Du
b £ o c y'! = 0
‘ 1
Y"Ju y' = =—=—— + Du
2]11
yﬂ—L Y'=-—‘l—.Du
u 2
u
P a’ y' = au.lga.Du
y = e" y! = o ... Du
y = 1lgnu y'=—1ﬁ—.Du
y = 1logu y' = -%— Du = 0.43.
Yy = senu y' = cos u:. Du

< ]

l

::ilﬂ

&




cos u

tag u

cotg un
cosec u

cosec u

arc sen u

arc cos u

arc tag u

arc cotag u

arc sec u

arc cosec u

y'! = - sen u . Du

1

0082 u

y‘:= « Du

y' = sec u. tag u . Du

y' == cosec u.,ctag u .Du

y'=- cosec u. ctag u, Du

F'l- .Du
d 1l = u?
?t=_ 1 "Du
J.l - u2
, L 5 « Du
l~4u
Y' o i 1 « Du
14 v
y! = 1 « Dnu
u u2-l
Y'= -1 .Du
u u2- 1

211
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121.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

Una funcidén y = f(x) se dice continua en uh in-
tervalo a,b cuando al variar la x en a,b, la corres-
pondiente y describe una linea ininterrumpida. As{ por
ejemplo la funcién y = x2 es continua para todo x ’

mientras que la funcién y = __J-._l es continua para
X 4=

todo x distinto del valor -1 .

Se observa en este caso que al tender la variable
x al valor -1, la funcidn se hace infinita, pasando
bruscamente de un valor a otro. En este punto se dice
que la funcion es discontinua.

Se pueden considerar dos tipos de discontinuidad
1) discontinuidad infinita, como en el ejemplo dado para
el punto x = -1 3 11) discontinuidad finita como la que
muestra el siguiente grafico:

¥4
2
?\—\5
Q
JEE; B s,

Mientras la variable x se ve desde A hasta B ,
la funcion describe el arco mgs sy al mover x en el
intervalo B C , la y describe el arco . Como se
ve para X = B , la funcidén es discontinua ya que pasa
bruscamente del valor Q al valor R.

Ve
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Cuando x tiende a B por la izquierda , y tiende a Q;
mientras que cuando x tiende a B por la derecha, y

tiende a R . Este tipo Qe discontinuidad finita es el
menos comun, siendo el mas frecuente el que corresponde
al caso en que la funcion pasa por un valor infinito.

122,.- TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS,

Consideremos una funcidn y f(x) , continua y
con derivada continua en todo punto de un intervalo a 3
b . El teorema de los incrementos finitos nos dice que
en esas condiciones existe al menos un punto c¢ , inte-
rior al intervalo a , b en donde sea

f(b) - f(a) = (b - a) f'(e)

, Observemos los elementos que componen el siguien-
te grafico:

v -
3y :
) thX)
A
¥4
Qo a C -3 e

en donde, como se observa, s denota una recta que seca
a la curva’de ecuacidén y = f(x) en los puntos A y B,
y t indica una recta tangente a la curva en el punto C.
Como las coordenadas de A y B son respectivamente

X =a, y ==f(a) 3 x =b, y=f(b), la recta s
tendra por coeficiente angular

A

| A

4
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£(b) - r(a)
b - a

Es evidente que en algin punto interior al intervalo a ,

b , la tangente a la curva es paralela a la secante y;
como el coeficiente angular de dicha tangente esta medi-
do por el valor de la derivada de la funcidn en dicho pup
to, se tendra, siendo a <c <b 1

£(b) - £(a)
b -a

= £'(c)
de donde resulta

£(b) - £f(a) = (b - a) £' (c)
c.q.d.

Expresando este resultado en términos de un punto
de abscisa x [ de un npunto préximo de abscisa x 4+ h ,
ge tiene:

f(x+ h) - f(x. = h £'(x +6h) 3 O0<H <1

123.- TEOREMA DE ROLLE,

Consideremos una funcion y = f(x) , uniforme, cog
t{nua y con derivada unica para todo punto de un cierto
intervalo. El1 teorema de Rolle nos dice: Si a y b
son dos raices consecutivas de la ecuacidén f(x) = 0, exig
tira al menos un punto ¢ interior al intervalo a , b
tal que f'(e) = O .

En efecto, aplicando el teorema de los incremen-
tos finitos se tiene, siendo f(a)=0 , f(b)= 0, que
£' (¢) = 0. ec.q.d.

&1

Pr;
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124,- FORMULA DE TAYLOR.

Consideremos una funcion y f(x) , uniforme y
continua en todo punto de un cierto interwvalo que com-
prende los puntds a y b , y admitiendo derivada has-
ta un clerto orden n 1inclusive.

La férmula de Taylor nos dice en tales condicio-
nes

2

n
£(b) mf(a) e 22 1 (a)+ (5B) pn(a)y ... 4 (boa) e 0
! S

en donde a £¢ <b .

Para demostrar esta formula partimos de la siguien
te igualdad:

(b-a)2 (b-a)"

f(t)~f(a)+£{5r'(a)+ 57— (@) e ey —— 1

en donde A queda definida por la misma.

Para obtener una expresion del valor de A consi-
deremos la funcidén auxiliar

2 n
¢(x)- -£(b) 4L (x)+ I‘f‘ £ (x)+ib;—’fl £ (X) 4 osst __.L_fb;li A

Por los supuestos efectuados mas arriba, esta fun-

cion es continua en el intervalo a b , y admite deri-
- vada en cada punto de dicho intervalo. Aplicando a la fun
cién anterior el teorema de Rolle, y observando que para:
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X == a ’ ¢(a) = 0
la derivada de la misma ¢?(x) se anulara para cier

to valor ¢ , interior al intervalo a,b . Existira asi
un a <¢ <b tal que: Sﬂ(c)—o

Calculemos la derivada de la funcién ?’(x) ;

o) = 0@ +[ -0'@ + 60 '@ ] +

. 2 :
+1|- (b;l) f"(x)-\— (b;J‘Q flll(x)J -

2 3
£ [ (b-x) £100(x) 4 (b-x)

21 3%

fiv(x)J 3

n-2 n-1
I_ (b=x) f(n-l}(x)*_(b-z} f(n)(x}+
(n-2)! (n-1)!

(b-x)n-l h‘
(n-1)!

de donde resulta

®-x)"" (rijssasa: soe
¢( xi= (n-1)! l - ) A‘

Como el teorema de Rolle nos dice que la anterior se ann-
la para x = c , se tendra as{ el valor de A dado por
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Sustituyendo este valor de A , en la igualdad inicial,
queda demostrada la formula de Taylor.

81 en la expresion de la Férmula de Taylor consi-
deramos a =0,y b = h, se tendra:

n
£) = £(0) w0 @+ B (@48 £ (0 4. B @ (om

(siendo 0 < ® <1 ), férmula que se conoce bajo el nom-
bre de férmula de Mac Laurin y que nos permite expresar
el valor que toma la funcion y = f£(x) en un punto cual-
quiera del campo donde esta definida, conociendo el valor
de la funcidn y de sus sucesivas derivadas en el origen.

125.- DESARROLLO EN SERIE DE UNA FUNCIOR.

Veamos algunas aplicaciones de la formula de Mac
Laurin que permiten desarrollar en serie de potencias una
funcidn dada.

Consideremos la funcion y ==sen x . El valor de
la funcidén y de las sucesivas derivadas en el origen esta
dado por

f(x) = sen x £f(0) == sen 0 =0
£f'(x) = cos x £'(0)= cos 0 =1
" (x)= -sen x f"(0)=-sen 0 =0
£" (x)= - cos x " (0)= -cos 0 =-1

L] L] e L L] L] L] L] - [ ]

Se tendri, sustituyendo estos valores en la formu-
la de Mac Laurin, el siguiente desarrollo en serie de la
funcion sen x .

sen X = X - 33
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¢ m
Consideremos el desarrollo de la funcion y = (1 4+ x)

£(x) = 1 +x)" £(0) =1

£r(x)=m (1 + )" £1(0) =

e (x)=m (m - 1)1 -@-x)m_2 £M(0) = m.(m-1)

" (x)= m (m-l)(m-2)(l-§-x)m"3 £* (0)= m.(m-1).(m-2)

Se tendra, sustituyendo estos valores en la férmu
l1a de Mac Laurin, el siguiente desarrollo en gserie de la

funcién (1 — x)P

(l-i-x)mm1-!-%:Il:"i*5'('g$;Ll 12-\-2(";'%9”—2)- M e

-] +(T)x+(§')xz+(l§)x3+

Formula que ya conociamos cuando calculamos el desg
rrollo de la potencia entera de un binomio.
Consideremos el desarrollo de la funcion y =1g(l+ x)

La funcidn y sus sucesivas derivadas presenta en el
origen los siguientes valores:

f(x) = 1g (1 + x) £(0) = O
£1(x)= (1+x) T £1(0) = 1
e (x) = (1) L+ x)7° £7(0) = -1
= (1) (2) A+ ™ (o)= 2

L

flvig)= (-1) (-2) (-3) (1 + x) V)= - 3t

L] - L] L] L] L] L] L]

il
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Resultara en consecuenciai

2 x3 h

X
lg(1+x)-—~1-———+ 1:-'1--.-

que se conoce bajo el nombre de serie logar{tmica.

126.-_MAXIMOS Y MINIMOJ.

1270- Q RT
Y SUPICIERTE PARA LA RXISTERCIA DR MAXIMOS Y MIKIMOS ER
FONCIORES DE UNA VARIABLE INDEPL  IENTE,

La derinicion dada para la existencia de maximo o
minimo de una funcidn,en un punto,es la siguiente:

a) Maximo: Se dice que una funcion continua y==f(x)
paga por un maximo en un punto cuando el valor de la fun-
cion en ese punto es superior a los valores que toma la
funcién en cualquier punto proximo.

Si con x denotamos el punto de maximo se ten-
drd f(x)> f(x+ h) , para h infinitasimo, positivo
o negativo.

b) M{nimo: Se dice que una funcidén continua ya=f(x)
pasa por un m{nimo en un punto cuando el valor de la fun-
cidn en ese punto es inferior al valor que toma la funcion
en todo punto de su entorno.

As{, se deberd cumplir f(x) < f(x 4 h), siendo h
infinitasimo, positivo o negativo.

En cada uno de estos dos casos observamos que la
existencia de un maximo o de un minimo estd supeditada a
diferencia f(x) - f(x + h) , no cambia de signo cualquig
ra sea el valor de h , positivo o negativo.
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Recordando el desarrollo en serie de una funcidén me
diante la formula de Taylor

2 s S
f(x +h)afX)+ 2 € () S PG gl £ (x4

2! 3!

se observa una expresion de la diferencia en cuestion, con
el signo cambiado, en:

h? 3 m
f(x+h) -f(x) = h £'(x) + 37 B(x) e (x) +. ..

Como en el segundo miembro de la anterior figuran las su-
cesivas potenclas de h , infinitésimo, el signo de todo
31 segundo miembro estara determinado por el signo del ip
finitésimo de menor orden, o sea el signo del termino en
h . Para que el segundo miembro no cambie de signo al to
mar h valores positivos o negativos serA necesario que
el primer término se anule, es decir f'(x) = 0 . Visto
ésto, para que la diferencia sea definida positiva, como
corresponde a un minimo, sera suficiente con que f"(x)>0
y para que la diferencia sea definida negativa, como co-

[ 4

rresponde a un maximo, sera suficiente con que f"(x) < 0.
EJEMPLO:

, Determinar los valores de la variable en que la
funcion y = sen x pasa por un maximo o por un minimo.

La condicion necesaria para la existencia de un ex
tremo, es decir de un maximo o de un minimo, f'(x)=0 ,
nos permite determinar los valores de x que cumplen tal
condicion

D sen x = COS X

de donde resulta:

’-
X = 1l z K f y silendo k entero, pQ
2 gsitivo o negativo.

a fin de determinar los correspondientes puntos de maxima

N
P
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y minima, calculamos la segunda derivada y la valorizamos
en los puntos hallados. Se tendra asi:

M+2 k1 ,/*1 para valores de k impa-
=

res
2 o
=1 para valores de k pares

- sen

en consecuencia se tendra que la funcion y =msen X pa-

sara por un maximo toda vez que X m M+2 k17 siendo
2

k pars y pasaré por un minimo toda vez que sea

Tf+2kff siendo k impar.
2

128.- MAXIMOS Y MIKRIMOS EN FUKCIONES DE DOS_VARIA-

BLES.
129. - 0 TUITIV CERC -
ESARIAS QUE UBA FUNCION DE DOS VARIABLES

INDEPENDIENTES PASE POR UN MAXIMO O POR UN MINIMO.

Sea z = f(x,y) una funcidén de dos variables inde-
pendientes x , e y . En caso de tratarse de una funci 6n
cont{nua, la representacion geométrica de la misma sera

una superficie en el espacio tridimensional. x 4, ¥ 4 Z .

A

—
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- ZIPU‘JJ)

i

et

|
Interesara también en este caso determinar los va-
lores de x e y en donde la funcion pasa por un maximo
o por un minimo.

S1 por el punto en donde la funcidén pasa por un ma-
simo, hacemos pasar un glano orientado paralelo al plano
Z, Oy ¥, €1 mismo secara a la superficie segun una curva
¢, » cuya ecuacidén sera z = f(x,y) , siendo x constan-

te e igual a H , distancia del plano orientado al plano
de referencia. Si por el punto de maxima hacemos pasar
otro plano orientado paralelo al plano de referencia z,0,X,
el mismo secara a la superficie segiin otra curva c2 y CU-

ya ecuacion sera z = f(x,y) siendo y constante e igual
a k , distancia del plano orientado al plano de referen-
cia.”

Intuitivamente se observa que en aquel punto en que
la funcion 2z = f(},y) pase por un maximo, 1a§ dos c urvas
¢, ¥ S5 pasaran respectivamente por un maximo.

Sera necesario entonces que se verifiquen las si-
guientes condiciones:

LA
7
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Dy f(x’Y) =0 ’ DI r(x’Y) = 0

Estas derivadas de la funcién z = f(x,y) , en don-
de respectivamente se considera x e y como constantes,
reciben el nombre de derivadas parciales de la funcidn

z = £(x,y), respecto de la variable y, y de la variable
x . La notacion empleada para indicar la derivada parcial
de una funcion de dos variables respecto a una de ellas,

permitira expresar las condiciones necesarias para la exig
tencia de maximo segun

dx T,

El sistema de aos ecuaciones con dos incognitas
provisto por estas dos condiciones permitira determinar
los valores de x e y correspondientes al extremo.

Para determinar si el punto en donde se anulan las
derivadas parciales primeras es efectivamente un punto de
maxima o de minima, y ademas distinguir el tipo de extre-
mo, se debera apelar a las derivadas segundas de la fun-
cion, pero omitiremos esta discusion sustituyendo, en ca-
da caso, la misma por una interpretacion del problema en
cuestion.

EJEMPLO

Determinar el punto en que la siguiente funcion de
dos variables pasa por un minimo:

2
2 = X 4+ y2 -2x-4y+6

Las con@iciones necesarias para la existencia de
un extremo seran:

DIz 50 ot g e AR
dXx

= - -

Como la solucidn del sistema asi formado es x =1,
y = 2, resulta por lo gxpuesto anteriormente que en el
punto P(1,2), la funcion =z pasa por un extremo, que la



224

observacidén de la grafica correspondiente a la superficie
se indica como un minimo.

130.- AJUSTAMIENTO POR MINIMOS CUADRADOS

Supongamos tener un conjunto de datos experimenta-
les correspondientes a una serie de observaciones sobre
las variables x e y,ligadas en un cierto fendmeno.

As{ dispuesto el problema, ante un conjunto de da-
tos Xy 9 Yq 3 (1= I:H y S€ buscara encontrar una cierta

funcion de ajustamiento que interprete dicha relacidn expg
rimental.

En la determinacién de la funcidn y = f£(x) que
ajuste a los datos experimentales, el problema presenta
los caracteristicas:

1.- Eleccidén de 1la forma de la funcion de ajusta-
miento. . s :
2.- Determinacion de los parametros de la misma a
fin de que satisfaga ciertas condiciones.

El primer problema tiene una solucion arbitraria,
ligada a la disposicion de los puntos correspondientes a
los pares de valores observados, que nos inspiraran para
adoptar de entre las infinitas funciones, una recta, un
polinomio de segundo grado, de tercer grado, etc., una
funcion exponencial, una logaritmica, etc. En el caso de
decidirnos por un polinomio como funcion de ajustamiento,
el grado del mismo podra determinarse segiln uno de los dos
procedimientos sigulentes:

l.- Trazar a mano levantada la grafica correspon-
diente a la funcion de ajustamiento y determinar luego el
nimero maximo de veces que una recta corta a dicha curva.
Este numero indica el grado del polinomio de ajustamiento
mas conveniente,

2.,- S1 los valores de x, estan equiespaciados,se de
terminari el orden de las diferendias finitas p(n 7
i

que resulten mas o menos constantes, y se adoptara dicho
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orden: n ,como grado del polinomio de ajustamiento.

131.- DETERMIRACION DR LOS PARAMETROS DE LA LINEA
DE AJUSTAMIENTO. 3

Esta linea puede referirse a la interpretacion de
un cierto fendmeno estatico (correlacidon) o dinamico (ten
dencia de una serie) y presenta en ambos casos problemad-
distintos. En el segundo,interpreta la evolucion de una
serie para un determinado periodo, y permite obtener valo
res de pronostico. No se puede dejar de mencionar en este
caso,la influencia de los valores extremos que modifica-
rdn eventualmente la ecuaci“n de la 1inea de ajustamiento
por presentarse una nueva } distinta tendencia. La selec-
cién de los valores a ajus r merece nor tanto,un cuidadg
so estudio, ya que de los  smos dependera la ecuacidn de

la 1inea de tendencia.

y Para ambos fendmenos, estaticos o dinamicos, el
cdalculo de los parametros de la 1{rea de ajustamiento es
completamente similar, y en la mayor parte de las aplica-

ciones se seguira el métogg de los minimos cuadrados.

Se pide en este método que los pardmetros de la 11
nea de ajustamiento sean tales que hagan un minimo la su-
ma de los cuadrados de los desvios entre los valores expe-
rimentales y los tedricos.

Como los valores experimentales i 0 Yor ev0 3 Yo
son los datos del problema, y los valores teoricos Vi V39
cos 9 yﬁ 3 estan dados por los respectivos valores de la
funcidén de ajustamiento en X; y X5 5 -ee 9 X 9 SO obser
va que los desvios producidos entre los mismos dependen

exclusivamente de la ecuacion (o sea de ios parimetros)
de 1a 1inea de ajustamiento.

As{, si consideramos como funcioén de ajustamiento

#,

correspondiente a un detgrminado fenomeno ,un polinomio ga
primer grado cuya ecuacion general sera y = a+ Db X, l8
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condicidén de los minimos cuadrados nos conduce a la deter-
minacidén de los puntos de minima de la siguiente funcidn:

n 2
Z=E [yi-a_bxi]

B K

Por depender los valores de z, de a y de b, la solu-
cién de este problema estara dada por las condiciones nece
sarias para la existencia de minimo en una funcidén de dos
variables:

_Slz_ = Dz .
Ja ' g o) e

que resulta en nuestro caso:

—%zzz[yi-a-bxi] (=)t %0
-Dr

= ZZ[yi -a-bxi] (-xi).. 0

Yy permite formar el sistema:
ORtar=" b 37 xiT == Yy
ady_ x —-I)S:xz = x
L T B -

Este podra ser resuelto aplicando la regla de Cramer o cual
quier otro procedimiento de solucidn de un sistema de ecua-

ciones lineales.

En el caso de referirse nuestro problema a una serie
economica, como la variable, x, correspondiente a periodos

de tiempo presentara en general un equiespaciamiento, con-
vendra adoptar una escala de calculo convenientemente cen-
trada a fin de que EIj_ an, con 1o que se simplifica

’

el sistema.
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132,- AJUSTAMIENTO DE FUNCIONES EN QUE LOS PARAME-
TROS NO FIGUREN LINEALMENTE.

S1 en la eleccion de la funcidén de ajustamiento nos
decidiéramos por una funcidn exponercial, cuya forma mas
general es

Voamt 055 otX

y, trataramos de afrontar directamente el calculo de los ,pa-
rametros que aparecen en la misma, imponiendo como hiciera-
mos anteriormente la condicion de los minimos cuadrados, se

tendria:
§ : b

Z__ ryi- 55 ebxi](-ebxi) = (

’3
ey ! bx
A =2 3 [rm-2a. e (weMxy)=
que conduce al siguiente-sistema
bx
=) 3 e

2b
iy s 2
bx

g8 )ie Xy s :yi 6 Taixy

que nos muestra las dificultades que se presentan cuando se
enfrenta uno con este tipo de problemas en que los parame-
tros no figuran linealmente.

A fin de resolver este problema convendra transfor-
mar la funcidn escogida llevandola a una forma en que los
parametros figuren linealmente, ajustando entonces la fun
cién transformada.

Logaritmando ambos miembros de la funcidn exponen-
cial se tiene:

log y=1log a 4 x . b log e

Esta funcién as{ transformada presenta linealmente
los parametros

A == log a B = b ., log e

-
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El problema se reduce asi a ajustar los valores

xi,Y1=log Yy 3 (1 = 1I,n)

mediante la funcién
Yae=—irA i~=%BsXx

lo que nos conduce como ya viéramos al sistema
n SAT=UBRYS x0 e B

2
AS Xq — Bin — '):xiYi

que una vez resuelto nos proveera los valores de A y BN
los que permiten expresar

a = antilog A
b= B < log e

que son los parametros de nuestra funcidén de ajustamiento.
133.- INTERPOLACION

Dado un conjunto de pares de valores Xy 9 ¥y 03
1 =T, n interesara conocer la funcién
y == f(x);a la
cual corresponden los pares de valores observados. Inter-
polar un conjunto de puntos significara encontrar una fun
ci6n que cumpla f(xy ) = Yy s €S decir tal que 1la gréfT—

ca representativa de la misma pase por los puntos dados.

Este problema as{ planteado, estad indeterminado, ya
que existen infinitas funciones que satisfagan tales condl
ciones. Para obviar esta indeterminacion, y por ser los po
linomios una de las funciones mas simples que conocemos,
slempre que hablemos de interpolar una funcion a un conjug
to de pares de valgres nos referiremos al pglinomio que
cumpla la condicion P, (x;) = Yy 5 1 = 1,n . Si tuvie-

3N
Bl

T L
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ramos dos puntos a interpolar, el polinomio de interpola-
cion sera de primer grado, ya que en el mismo figuran dos
parametros a determinarj si se quisiera interpolar tres
puntos, se eligira un polinomio de segundo grado; y en ge
neral, si se tienen n + 1 puntos, el correspondiente po-
linomio de interpolacidn debera ser de grado n .

[ Como la determinacidn de un polinomio de interpola-
cioén correspondiente a n 41 pares de valores experimep
tales, implica la solucion de un sistema de n+ 1 ecua-
ciones con n + 1 1incognitas, con las subsiguientes difi-
cultades, presentaremos dos metodos, denominados de Newton

lagrange respectivamente, que nos permitirén obtener
mas facilmente dicho polinomio.

! 134,- METODO DE INTERPOLACION DE NEWION

3 Se aplica cuando las observaciones corresponden a
valores equidistantes de la variable x , es decir existe
el equispaciamiento:

x-xo=12-x=-x-x-.. = h.

l 1 3 2 --In"xn_l

Este método se basa en las propiedades de las dife-
rencias finitas. Un conjunto de pares de valores Xy Yy

conduce al siguiente zuadro de diferencias finitas.

E AY 22y A9y
— ® @
Xo| Yol 8Y0" Y1790 ﬂ@yoz Ayy- Ay, ﬂq’o =N =Ya - ﬁe}yo
(3) _ A@
X1 y1| AY1Z Yor¥1 a@}y1= Ay,- AYy ﬂ;l =¢ Naadion BeYq
Xo | Ya|QBY2= Y3772 E}Yf Ayy- AYp e
x3 ?3 ﬂ}rs- 3";._* YB L . - .
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S1 se quisiera tener una expresion de las sucesivas
diferencias en funcion de los valores iniciales, se ten-

dria:
&FO-?I- ¥

(2)
4 vy, =04y, - Ay, =(92-¥1) -(y1-¥,) =y, - 2 Y1+ Y,

(3) (2) (2)
Yo= 8 v1- A ¥y = (¥3- 27,4 Y1) - y-2y+ y)

) N SR 3 ey

()

Dy, = (v - 3 ¥4 *3%-%)-(y3-3%+3 y;- y &
=y -U Yy # 6 S 4 Y1 * Y,

Yy en general:

(n) n
o7, s (i)y, (B y -3 Y, gtees + (1) 3,

; Expresando ahora los sucesivos valores de y en fun
clon del anterior y de las diferencias observadas se tiene:

=Y, + Ay,
(2)
Yo=Y+ Ay, » yeomo  yi=Ay +A vy, , setie

: (2) (2)

=Y+ A v +Av+ Ay, = v, 4+ 2 Ay, + A Y,
(2)

Vim ¥+ Ay, v Y.como .y Ay, 4 b vy

(2)5 a62) (3)
siendo A = A s +A3 yo)resulta:
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(2) (2) (3)
Avo=AQy,+8 v,+ A v, +A vy

(2) (2) (2) (3)
= Yo+ 2 Ay, + A y+Ay,+ A vy, + A Yo+ A ¥

(2) (3)
M y°-+-3Ayo+ 3 A e e A

y asi, por induccidn:

(2) (n)
y, = ¥+ ( 1) Ay, +(5) A Lot P )L Y,

Observando que: X, = X,+ n h

- p S e
resulta: n = G s - nele= ne! .n_2'an2 :

; ] M

h h h

sustituyendo estos valores en la expresion anterior se tig
ne:

¢ 57 - 4 Yo (%= x5) (xp- %7) A(z);[
l n + 21 e T T 2 + LI ]

n

ynr yo 4=

(xp= x ) (xp-%9) «o0 (Xp=Xp ) | A(n) Yo

et h

i!¢+

Observamos que la anterior se cumple para todo n en-
tero entre 0 y n ; en efecto:
n= 0 3 Vo e =Rt 0]
(x«- xc)

mR S e e — A Yo 70

BN
Py
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=y ‘+ L y-y,)

( ) (X5-X) /(\2)

X2 = Xg A Xo-Xqy)\Xo- Yo
n= 2 j Yo = Y * h A h2 P "u'z—!——i-ﬂ
= Y, +—-—- (yp- y0)+——7 (dy,+ Ay, )

R s T e e G A R ey
queda asi comprobado que la funcidn
(2)
y=y+(x—xo) AT +(x-x9)(x-x]) A],rn+
e 1! Ett 21 2
L] Y S h

i (x - x)(x - x7)eee(x = x, 1) A(n) Yo

n ! h?

a la que se conoce bajo el nombre de férmula de interpola-
cion de Newton, interpola efectivamente los pares de valo-
res observados. Observemos cémo la misma provee un adecua-

do valor para la y correspondiente a un arbitrario valor
dexor X s

EJEMPLO:

Dada la siguiente tabla de valores, interpolar el
valor de vy correspondiente a x=3 . Disponemos prime-
ramente el calculo de las diferencias finitas.

T+
=074

[——
AN
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= y e A(:z)y AO,): Ach)y
0 1l 3 -2 L =7

2 L 1 2 -3

L 5 3 -1

6 8 2

8 10

Sustituyendo estos valores en la férmula de Newton
se tiene el polinomio de interpolaciédn correspondiente a
nuestro ejemgplo:

s X203, (x=0)(x=2) (-2), (x-0)(x-2)(x-4) Y4
g o 21 T 3! 8 g
¢ (x=0)(x-2) (x-4) (x-6) (=7)

1 16

Valorizando este‘polinomio para x = 3 , gse tendra
el valor de interpolacion pedido, resultando:

(3 -0)(3-2)(3-4)(3-6) (.7)
L 16

1.

= 2 ASelae s 555 -
e et L I A T a5 33

Como el método de interpolacién de Newton requiere que los
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valores otservados de la variable y , correspopdan a inter
valos equiespaciados de la variable x , este metodo de ip
terpolacién encuentra su mayor aplicacion en la determina-
cidn de valores intermedios de funciones tabuladas, para
las que efectivamente se cumple la condicion de equiespacia
miento.

Si se quisiera interpolar un conjunto de datos expe-
rimentales, para los cuales generalmente es muy dificil lo-
grar la condicion de equiespaciamiento, este metodo dejara
de ser aplicable. A fin de disponer de un instrumento de
1nterpolac16n adecuado para tales casos presentamos el sji
guiente:

135.- METODO DE INTERPOLACION DE LAGRANGE.

Si se tiene un conjunto de valores observadggA co-
rrespondientes a pares de valores Xy , ¥4 3 i=0yn

b
se dira que Pp,(x) es un polinomio que interpola los ante-
riores valores si: Pp(xy) =¥, 5 Pp(x)) =¥y 5 oevy
B O™ = ¥,

Escribamos este polinomio de interpolacién Pp (x)

como combinacion lireal de n + 1 polinomios de grado n ,
escritos estos en su forma factorial.

P, (x) -R_O (x 11}(1: - xEJ sy - zn} +

"‘7\.1 (x-xﬂ){x-xz}...(x-xn]-l-
i—?\z (x - x)(x - x,)(x - 13} R C I SR TE
s i'?[n_lix - X)X = x7)eex - x, J)(x -x) +

7

§e o
oy
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o ln (x - xo)(x = xl) e > (5 e xn—l)

y determinemos las constantes )L ’ 11 y ete., imponien
o ad

do las condiciones antes mencionadas.

Observando que Pp(x) resulta para X=X igual a:
B (x, ) ="X o(xo- xl)(xo- x2) -, b (xo- xn)

se determina el valor de 1 = haciendo ';)‘ o(xo-xl)(xa-xz}. -

(x-x,) =7,
y0

(Iu- xl)(xa-xz). (x- x)

de donde: ‘}L -
o

y paralelamente:
1 =
1

51

(x, - zo}(xl-::z)... (11- x,)

T2

(xz-xa} (.xz'xl) 4w {:1' xn}

Yn

A g
(x, - IO}(:SI - 11)'“{!!1"::1-1}

Puestos estos valores de 7( 1 en la expresién de

P (x) se tendra:

F a
B
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(x - xl)(x - X5) ... (X - x

(BRI (X = S0 ) B e (XS )

(x = xx)(x = x5) o0 (x = xp)

(x - xo)(xl- x2) = (xl— )

(X- —oxg) (% - %7 Vet (o=t

(xp = X)) (xp= X7) we0 (Xp= X9

como expresion del polinomio de interpolacidn llamado de
Lagrange.

El inconveniente de esta forrula es que no da el
polinomio ordenado segiin las potencias decrecientes de 1la
variable, y ademas tiene la particularidad de hacer complg
tamente inutil tocdo el trebajo si se decidiera aumentar la
aproximacion lograda con los n 41 valores y formar un
nuevo polinomio de grado superior.

Comowentaja presenta, respecto al método de dife-
rencias finitas, la particularidad de no requerir el equig
paciamiento de los valores de Xy lo que lo hace ideal

pars interpolar datos provenientes de observaciones expzarji
nentales en que no se ha podido lograr el equiespaciamien-
to de los vzlores de una de las varlables, y en particu-
lar para interpolar valores no provistos en una dada serie
de tiempo.

EJEMPLO:

Ccnsideremos el problera de interpolar, para el si-
guiente conjunto de pares de valores, el valor de la varig
ble y,corresrondiente a un x = 3
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X y v
A A
X, = 2 y, = 1
X, = + V, = 2
Xy = 5 y3 = 6
Q

Y s p R e

El polinomio de interpolacion de Lagrange resulta,

para los pares de valores observados:

Pa (xo)f =e:3

3

P3(3)'

(x - 2)(x - W)(x - 5)

1 -2)(1 -4)Q1 - 5) (2 = 1) (2 -"L)(2%5H

(x - 1)(x = 2)(x - 7) +6
M -2)M% - 2)(% - 5)

(x.~-1)(x -2 =
(5 - 1)(5 - 2)(5 - &)

Valorizando el mismo para x =3 se tiene:

3 3 -2)(3 - W(3 = 5) - 3 iges SN

1-2)% - 2) (4 - 5) (2 - 1)(2 - ¥)(2 - 9)

2(3 - 1)(3 -2)(3 -5 6(3 - 1) (3 -2)(3 - 4)

(% - 1) - 2)(% - 5) (5 ="1)(5== 2) (5= k)

i

(x - 1)(x - ¥)(x - 5) 2

+
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NOCIONES DE CALCULO INYEGRAL.

136.- CONCEPTO DE INTEGRAL,

Supongamos que se quiera calcular el area compren-
dida entre la curva de ecuacidén y = f(x) , el eje de las
X , y dos puntos de abscisa a y b .

,ff“”_*__*““-~_j::£99ff’

A

Denotaremos & la medida del area corresrondiente a
la superficie segun:

b
A= 5 f(x) dx
a

que se lee integral de la funcidén f(x) entre a y b .

los valores extremos de la variatle: a y b , se denomi-
nan respectivamente extremos inferior y superior de inte-
gracion. La funcion y =f(x) recibe el nombre de integrag
do o funcion a integrar, mientras que el nimero A , medi-
da del area, se denomina integral.

Observamos que cuendo el extremo superior de inte-
gracion, en lugar de permanecer fijo como en el caso ante-
rior, es variable, el area bajo la curva es furcidén del va
lor de dicho extremo superior.
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j ' ( b 'P(%)
() a b x
Resulta entonces natural escribir
xd"
f(x)= } f(x) dx
a
137.- PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES.
b c b
1.- S £(x) dx = S f(x) dx S f(x) dx
a a c

que justifica descomponer el intervalo de integracion a ,
b , en dos subintervalos: a 4, c 4, yc , d. Geométricamep
te equivale a descomponer el area correspondiente al inter
valo a , b en suma de las areas correspondie=ntes a los

dos subintervalos.

b
eos S f(x)dx = - i f(x) dx
a b

que nos muestra como,al permutar los extremos de integra-
cion, la integral conserva su valor, pero cambia de signo.

| o'

'.rjl:f.:-:

gl
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o) b

3. aS k f(x) dx = kag f(x) dx

que muestra como una constante k, puede ser sacada fuera
del simbolo de integral

138.- PRIMITIVA DE UNA FUNCION Y RELACION CON LA IN-

TEGRAL, -

Afrontemos el problema de determinar la relacidn
existente entre el integrando f(x) y la integral F(x).

Demostraremos que DF(x) = f(x). Para ello calculare
mos la derivada de la funcion F(x) , siguiendo el proceso
de incrementar la variable, hallar el correspondiente incre
mento de la funcidn, formar la relacidn incremental Y ha-
llar el limite de la misma cuando el incremento de la varia
ble tiende a cero.

Asi se tiene:

Fix4+Ax)= f(x) dx

a

Descomponiendo esta integral en suma de dos integrg
les
x+ A x

F(x+ A x) = f(x) dx =+ f(x) dx

X

se tendra, como expresidr del incremento de la funcidn:

AF(x) = F(x+ A x) - F(x)

+QAx

f(x) dx -

X

-5 f(x) dx «+
a

o '—-ﬂx
)
”~~
»
o’
(o7
]
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ﬁﬁ'ﬂux

A F(x) = } TR Y

X
14
D' D
< c’!
P(F) Q (x+Ax)
A =] X
O X X+ A= =

Observemos que el area medida por la ultima inte-
gral, expresion del incremento de la funcion, esta compren
dida entre el area del rectangulo ABC'C y la del ABDD'
cumpliéndose por lo tanto la relacidn

x 4+ [\x
area del ABC'C S f(x) dx £ area del ABDD'

X

y como el area de los respectivos rectangulos esta dada
por el producto de la base por la correspondiente altura,

se tiene: ,
x4+ \x
Ax . £ (x) < f(x) dx £ Ax . f(x+ Ax)
X
Dividiendo por Ax , incremento de la variable, se tiene:

x+ 0 x

x(x) dx

r(x) £ - £ f(x+Ax)

A x

— 17
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Hallando el 1imite de esta relacién incremental cuando

Ax - 0, resulta:

x+ A x
f(x) dx
Hmsif(x) o R L 1lim  f(x+ Ax)
Ax—-0 \Ax-oO Ax \<ij0 g
% SANX
'S
Y ROe)=d %
£(x) QA;TO X &2 £(x)
A x
de donde: ;+Ax
} f(x) dx
1im = = f(x)
Ax-o0 Ax

Como el limite anterior es la expresion de la deri-
vada de la funcion F(x) resulta:

D F(x) = f(x) c.q.d.

Esta funcion F(x) recibe el nombre de integral o
prirmitiva de la funcién f(x). En virtud de la propieded
que se acaba de demostrar, se tiene que una funcidn f(x)
adrmite una familia de infinitas funciones primitivas, que
difieren entre si en el valor de una constante,

En efecto, si:

D F(x) = f£(x)

’
sera

D[ F(x) <+ C] = f(x)
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por ser cero el valor de la derivada de la constante C

Resulta por lo tanto correcto escribir

gt f(x) dx = F(x) + C

Determinemos el valor de la constante de integra-
cién C , que corresponde en cada caso.

Por una de las propiedades de la integral definida
observamos:

0 = g‘ £(x) dx=F(a) + C

de donde:
C = -F(a)

Puesto este resultado en la integral anterior resul-
ta:

( £f(x) dx == F(x) - F(a)

a

expresidn que se conoce bajo el nombre de féormula de Barrow,
que puede expresarse, cuando los extremos de integracion
sean fijos, segun:

b

S £f(x) dx == F(b) - F(a) == F(x)

a

y que se lee: la integral de la funcién f(x) entre a ¥y
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b , es igual a la funcién primitiva F(x), totalmente inte
grada entre a y b.

139.- TABLA DE PRIMITIVAS

Para resolver una integral definida debemos afron-
tar primeramente el calculo de la correspondiente integral
indefinida, es decir debemos encontrar primeramente aque-
1lla funcién F(x) tal que derivada me restituya la f(x),

Este problema, el de conocer las funciones primiti-
vas de algunas funciones elementales, puede resolverse con
sultando en forma inversa, las tablas de derivadas de fun-
ciones elementales que presentaramos al desarrollar temas
de célculo diferencial. Se tendra asi:

+1
y fxm dx = -EE—-—— + C , siendo myd -1
m+1
2.- [—d:——"sx-ldx = lgx+ C
3 e s}
> =3 - S i
kx
1+o- Sekx d.x = -e'_-- + C
k
kx
lﬂ a
50‘ fa dx =k.lg a + c
6.- Ssenx dx = - cos x 4 C
7= Scosx dx == senx 4 C

aevy
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1
B - S————E——— dx == tag x 4+ C

9,- S OXEEE AP

1
Ho.< g‘—‘—" dx = arc. senx + C
S I <

11.- g———;———- dx == arc. tag x4 C

2
l4x

Cuando se presente el problema de resolver la inte-
gral de una func}on que no aparece en nuestra tabla de pri-
mitivas,se debera apelar a alguno de los siguientes métodos
de integracion.

METODOS DR IRTEGRACION

140.- POR DESCOMPOSICION

La propiedad que justifica este método puede enun-
ciarse asi: La integral de una suma de funciones es igual
a la suma de las integrales de las respectivas funciones:

As{ se tendra:
[[fl(x)+fa(x)+ ---+1’n(x)] dx-j'rl(x) dx«-j'rz(x)du ...+i-fn(x)dx

La aplicacidon del método de integracidén por descom-
posicion permite calcular,por ejemplo,las siguientes inte-

grales:

r
[=]®-u2?4 2x 4+ 1) ax
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=[x3dx- Sh x> dx +$2xdx +5dx

4 x3 %°
= S ¥0 -k E £ C+2 T 4Cy4x 1 G

Expresando en una unica constante de 1ntegracion las cons-
tantes particulares C1 y C, ete. se tendra:

L
I = Ei;.-g- x3+x2+x+C

2.- Resolver ,por descomposicidn Ja siguiente integral inde-
finida:

T S(xg- 12 Y- dx
3.5

- szdx-s iz dx

resultado que puede expresarse segin:

x3 1
L g et

3.- Resolver}por descomposicidén, la siguiente integral in-
definida:

2

>
TII6 - Sx"'2x+1 dx
X

distribuyendo el cociente e integrando término a término se
tiene

2 1
II1 -fdx +Ix dx+j?— dx

como todas estas integrales figuran en la tabla de primiti
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vas se tiene, expresando las respectivas constantes en una
unica:

TITes dom-aaratt ADpanclls x+—i—-+c

METODOS DE INRTEGRACION

141.- POR SUSTITUCIOR

La 1dea del método de sustitncion es la de expre-
sar la funcion a integrar en terminos de una nueva varia-
ble, a fin de simplificar la expresion de la misma, lle-
vandola siempre a una de las de la tabla de primitivas.

RJEMPLO:

l.- Consideremos el problema de resolver la siguiep
te integral

A -jcos.?xdx

En este caso la variable de 1ntegracion es x ,
mientras que el argumento de la funcidén coseno es 2x .
No se podra entonces aplicar directamente la tabla de
primitivas, siendo necesario emplear la siguiente sustity
cidn:

2 x ==t
serd necesario, a fin de poder efectuar la integracion en
esta nueva variable t , dar una expresién de la diferen-

cial de la variable x en términos de t . Derivando am-
bos miembros respecto a la variable t se tiene:

R
2 T4t 2

de donde: dt

se tendra entonces



248

A —Scost -dé—t‘--} Scostdt

como esta 11tima integral figura en nuestra tabla de pri-
mitivas podemos escribir:

A = . sent 4 C

m|._-

expresando este resultado en términos de la variable x
se tendra:

A= % sen2x +C

2.- Resolver por sustitucidén la siguiente integral indefi-

nida:
= = [sen 1/3 x 2
14 cos 1/3 x
haciendo: 1l 4 cos % x =t

se tiene, derivando ambos miembros respecto a la vyariable
t o

-senl ---g;
Binis at
de donde:
d XY= -2 _dt
-sen 1 X
3

expresada en términos de la variable t , la integral ante-
rior resulta:

B-|—'t—3 (o) R R e
]

expre§ando este resultado en términos de la variable x.se
tendra:

i Ba-3lg(1+cos%x)-\-c
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, Cuando se deba resolver, aplicando métodos de susti-
tucion, una 1n§egral definida, se debera tener en cuenta
que la expresion de los extremos de integracidn puede ha-
ber variado, por lo tanto se debera considerar en cada ca-

80, los valores extremos correspondientes a la nueva varig
ble.

EJEMPLO:

3.- Consideremos el problema de resolver la siguien
te integral definida:

2
2 52
0 2x+43 h RS e o5

efectuando el siguiente cambio de variable
2 13+-3 — s

resulta, derivando ambos miembros respecto a la variable t.

2)
RS A
3.x at 1

dt

6 x°

de donde: dx =

la sustitucién empleada, nos conduce a la siguiente tabla
de valores, que permite expresar los extremos de integra-
cidn en términos de valores de la variable t .

X t
0 3
2 19

Efectuando los cambios indicados se tendra:
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3 19 19
c..g.g ___d:=i~lgt = %+ (1g 19 - 1g 3)
3 3
=4 1g ( %? ) = % 1g 6.3
C = 1.8458

resultado de la integral propuesta.

METQDOS DE INTEGRACION

142, - POR PARTES

Teoricamente, el método de integracidn por partes
permite sustituir el calculo de una integral dada, por
otra mas simple para llegar asi, luego de reiteradas apli
caciones del método, a la integral de una funcidén elemen-

tal cuya primitiva se conoce.

La regla de derivacion de un producto de dos funcig
nes de una misma variable permite escribir, siendo u vy
v, funciones de la variable x :

D(u . v)=u'.v + v' . u

multiplicando ambos miembros por dx e integrando se tie-
ne:

rD(u . v) dx -ju'. v dx -t-fv' R =B

Recordando que siendo DF(x) == f(x)

se tiene: jf(x) dx -IDF(x) dx = F(x)

_.'.ﬂ- £
| mak
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se podra escribir en virtud de la cancelacion operante so-
bre las operaciones simultaneas de integracion y derivacion:

u.v =}u'.vdx -Ev'.udx
resultado éste que puede expresarse:
SU' . v dx = ua v o Sun V' dX

y que dice: la integral de una producto de dos funciones de
una mismg variable independiente,es igual a la integral de
de ella r ntegral de la

hallada por la derivada de la otra. Este resultado justifi-
ca la aplicacion del metodo de integracidn por partes,

EJEMPLO

1.- Resolvamos aplicando el método de integracion por par-
tes, la siguiente integral indefinida:

I= x J.. d g X dxX

como en este caso conocemos la integral (primitiva) de la

funcion y = x , siendo esta f’g {56 ~tandwals
< 2
R = (e
' > lg x i > SEnok
2
o= > lgx—gl X dx
2
= 2
sierdo el valor de esta 0ltima integral E;, se tendra:
1 2 1 2
Il = = Xeeleg X = & X C
2 g L &
Reese -
i 1 ST
I 5 (lex- 5)+cC
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2.- Resolvamos integrando por partes la siguiente integral
indefinida.

Como aparentemente en el integrando figura una sola
funcidén de la variable x , transformamos la anterior, in-
corporando dentro de la integral como factor: <0 _ 3

Se tendra asi:
11 -SXO ¥ 5%d X

: i o
conociendo la integral de la funcion x , procedemos a ip
tegrar por partes como en el ejemplo anterior:

I1 = xlgx-Sx;dx—xlgx-l‘dx

siendo x el valor de esta ultima integral,resulta:

e e '1g X = Xt C
IIm x - (1gx-1) 4+ C

3.- Resolvamos,integrando por partes, la siguiente inte-
gral indefinida:

IIT = S sen® 'x dx

descomponiendo sen2 X == sSen X , sen Xx se tiene:

Il
III = )senx. sen x dx

integrando por partes se tendra:
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JI] = - coOsSs x . sen x + Ycosx.cosxdac

= - cOS X . Sen x + S coszx dx

en lugar de proceder a integrar por partes esta ultima in-

tegral, apoyandonos en la igualdad cos~ x = (1 - sen? x),

descomponemos la misma resultando:
. ( 3
IIT = - cosS X . sen x + \ (1 - sen” x) dx
--cosx.senx-ﬁ-s dx-Ssenzxd.x
( 2
= - COS X . Sen x + x-isen x dx

observemos que la integral del segundo miembro, es igual
al primer miembro con el signo contrarioj en consecuencia
pasando la misma al primer miembro se tendra°

2 [sen2x dx = -cosx senx 4+ x 4 C

resultara asi:

1II =Isen2x dx — -G9S X . sen X + X 4. C

2

4,- Resolvamos, 1ntegram_io por partes la siguiente integral
indefinida: {

2
IV:JX sen x dx

En este caso conocemos la primitiva de las dos fun-
ciones que componen el integrando. Para decidir cual habra

de ser la primitiva que intervendra como tal en el método
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de integracidn por partes, deberemos considerar la integral
a que da origen la aplicacion del metodo. Lo que generalmen
te se busca en la misma es que sea mas simple que la inte-
gral ihicial. Esto se lograra en este caso, comenzando a
operar con la primitiva de la funcion x2 . Aplicando rei-
terandamente el método de integracion por partes se llega
ra a una integral en donde figura solamente una cierta deri
vada de la funcidén seno. En efecto:

IV = - cos X xE+ Ecos x 2x. dx

aplicando a esta Ultima integral el método de integracidn
por partes,se tiene:

Scos Xah =P e S D ] X cos x dx
= 2 [sen b SRESE’ e J’ sen x dxl:: 2.x.sen x -2 cos x4 C

poniendo este resultado en la formula del parrafo anterior
resulta:

2
IV = -x . cos x4+ 2x senx — 2cosx 4 C

METODOS DE INTEGRACION:

143,- INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES ENTERAS

Consideremos la siguiente integral:

o P (x) =

P (x)

en donde p(x) y P(x) son polinomios de la variable x .

Tgal
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Supondremos, y siempre se podra llegar a este caso, que el
grado del polinomio del denominador supera al grado del pPQ
linomio del numerador. E1 método le integracién'de una
cion racional se basa en la descomposicion de la francidn
P(x)+P(x) en suma de fracciones del tipo A/(x -« ) , en
donde &« es una raiz del polinomio del denoxinador, y A
una constante conveniente.

Consideremos un primer caso en que el polinomio del
denominador admita raices reales y distintas, a la luz del
siguiente ejemplo:

e L x* 435 x 150
](x-2)(x—3)(x-4)

I

Observamos en este caso que el polinomio numerador es de

segundo grado, y que el polinomio denominador es de tercer
grado, estando este 0ltimo escrito en su forma factorial,

que nos muestra las raices del mismo.

Para descomponer la funcidn racional en suma de frag
ciones simples se hace:

2
6 - + 50
x 35 x +5 A LraB e

(x-2) (x-3) (x- ) (x =2) (x=3) (x-l+)

Pasando al segundo miembro el polinomio denominador se tep
dra, luego de una primera simplificacion

6 x2-35 x 50=A(x-3)(x-4)+ B(x-2) (x-4)+ C(x-2)(x-3)

Como en ambos miembros de esta expresion se tiene un poli-
nomio de segundo grado, determinaremos los valores de los

coeficientes A , B y C en forma tal que ambos polino-
mios tengan iguales, los coeficientes de los terminos homg

lozos.

Ordenando el polinomio del segundo miembro resulta:
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6 x> - 35 % - 50 = x°(A+ B4C) - x (7A+ 6B+ 5 C) +

4+ (12A + 12B+ 6C)

se debera cumplir entonces:

A+ B+ C =6
7 A4+ 6B 4+ 5 C=35
12 A4+12B+ 6 C =50

siendo la solucién de este sistema: A=2; B=1; C=3

Determinados as{ A , B y C se tendra:

P2 TR R e O Sy G
(x-2) (x-3)(x-4) (x-2) (x-3)  (x-W4)

De donde:

I_g2dx+g_ﬁ_ i
(x-2) (x - 3) (x-1+)

resultando finalmente

-

I = 21g (x-2)+ 1g (x-3) +3 1g (x-4) + C

2
1g (x-2) 4+ 1g (x-3) + lg(x-u)3+ 1lg K

2
i s [ G DN AR

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALRS

144.- CASO EN QUE EL POLINOMIO DENOMINADOR ADMITA

RAICES MULTIPLES
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Consideremos este caso a la luz del siguiente ejem-
plo:

_{12-8x-1+ dx

I :
l (X =3

en este caso se descompondra la fraccién de la sigulente ma
nera:
2
x 4+ 8 x+4 A B c
T P B
(x - 3) (x-3) (x-3)°  (x-3

Para determinar los valores de las constantes A,
B, y C procederemos como en el caso anterior, resultando

x° +8 x4k = A + B (x-3) + C (x-3)°
= 1" C+ x (B-6C)4+(A -3B+ 9C)
de donde, por identidad debera cumplirse:
Gyl
B-6 C = 8

4

A -3B4+ 9 C
sistema éste que me conduce a los sigulentes valores: A =37;

B= 1l; C =21

Se tendra entonces:

1o ‘3? dx3+ llh ax [ ax
(x-3) (x-3)2 1 (x-3)
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lo que me conduce al siguiente resultado

A T

5 +1lg (x=3) + C
2(x-3) (x-3)

I=

145.- METODOS DE INTEGRACION NUMERICA.

Hemos visto a través del teorema de Barrow que la
integral definida:

b

a

se calculaba, en el caso de conocerse la correspondiente
integral indefinida, segln:

A= (XY ax == F(x) = F(b) - F(a)

ey

en donde F(x) era la funcion primitiva de f(x).

Cuando los métodos de busqueda de la funcidén primi-
tiva no nos conduzcan a una solucién del problema, nos ve-
mos obligados, para resolver la integral definida, a apelar
a métodos aproximados de integracidén numérica.

Supongamos querer determinar

b
S = j f(x) dx

a

en donde y = f(x) es por ejemplo una funcidén mondtona
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creciente en el intervalo a , b .

b

—3-fe)

/
Py [Rece

o a.-‘X. x" x“. b =x“ = x

Si dividimos el intervalo a, b en n sub-inter-
valos, y levantamos las ordenadas de la funcidn correspop
dientes a los puntos as{ determinados, se tendra el area
total comprendida entre el area de los rectangulos inscrip-
tos y el area de los rectangulos circunscriptos a la curva
de ecuacidén y = f(x), corresvondientes a la particidn efec
tuada.

El area de un intervalo i-2simo estara entonces com
prendida entre las respectivas areas de los rectangulos
inscriptos y circunscriptos, cumpliendose:

T1+1
sy=(xy 0 - %) £lxy) g g f(x) dx {111-1'11”[1‘11-1}-81
!

Sumando las areas correspondientes allos rectangulos ins-
criptos, por una pgrte, y a los rectangulos circunscriptos
por otra, se tendra:

=

n-1 n-

Xn
5 = Z (Xy 47 =% )F(x,) S f(x) dx ¢ (X412 )0(x,,5) =8
io0 X
0

Y
(@)
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y siendo x = a xn— b , la anterior resulta:
o)

n-1 b n-1

s, = h Z_ £(x,)¢ g £(x) dx € h Z Glotays = S .
1.0 a b (a0

Vista la acotacién de la integral definida, se po-
dra dar una aproximacion del valor de la integral a tra-
vés de la media aritmética de los valores S, Y S, co-

rrespondientes a una determinada particidén, resultando:

s. - S

R B{lreg) + 1) 4 e+ +£0, )]

e [f(xl) + f(xz) + f(x3)+ *f(xn)n

De donde se tiene:

[ £(x;) + £(xp)
A =nh i ) 2er f(x)+ (%) + ...+f(xn_1}]

2)

[

que geométricamente corresponde a la suma de las areas de
los trapecios inscriptos.

La aproximacion que se obtiene con esta férmula, cc
nocida bajo el nombre de férmula de los trapecios, es bas-
tante rudimentaria, aun para valores pequefios de h 4, por
lo que presentaremos otro método mas preciso.

146.- METODO DE SIMPSON PARA LA INTEGRACION NUMERI-

CA .

Supongamos querer conocer el area comprendida entre
la curva correspondiente a una parabola de segundo grado,
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el eje de las x, y dos valores de la variable a los que
designaremos segun sh y h.

Se tendra asi:

h

2
E-S {ao+a1:x+agx)dx
-h
h
x
=85 X 4 8y E—+a2 -
-h

2 2
== 2 &, h 4 3 8, h")
resultado éste que es mas conveniente expresar segun:

2
A == (68°+2a2h)

w

A fin de tener una expresion de esta area en térmi-
nos de las ordenadas correspondientes a la parabola de sg
gundo grado en los puntos extremos del intervalo -h 4 h ,
y en su punto medioj denotando: - h = X, i 0=2x j

h = x, , resultara:

2

Y, = f=h)C—"sa% - a, h+a, h2

Yl— r(O) —ao
f(h)=a_+42a h a h2
= i L A

que permite expresar

2
ao—yl H 282h =yo _2yl+y2
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poniendo estos resultados en la expresidén de A resultat

A-g' (yo+l+yl+y2)

como expresion del area comprendida bajo una parabola de
gundo grado y entre los extremos X, ¥ X, .

S1 desearamog calcular el area comprendida entre
una curva de ecuacién y = £(x) , el eje de las
dos valores de la variable a y b, se procedera, siguien
do el método de Simpson , de la siguiente manera:

Se divide el intervalo de integracién en un nimero
par de sub-intervalos de igual amplitud h , y se conside-
ran los correspondientes valores de la funcion en los n+1
extremos asi determinados.

Observemos los dos primeros subintervalos. Los pun-
tos extremos de los mismos tlenen por abscisas x , X1y X5

y en dichos puntos la funcidén ¥y == £f(x) asume los valores
yO 9 yl b} y2‘

Aproximemos a la funcidn una parabola da aogundo Bra
do que pase por los puntos -P, (x, , yo) . 1 :1 yl '
P,( X, y ¥,) . Como el drea bajo la parabola responde a la

expresion vista, se tendrd para el primer par de interva-
los,la siguiente aproximacion del area encerrada bajo la
curva correspondiente a la funcién, dada por el drea ence-
rrada bajo la parabola

-?— (Yot % ¥1 +70)

Prosiguiendo con el tercer y cuarto intervalo, y asi
hasta agotar el nimero de intervalos, se tendran las correg
pondientes aproximaciones de las respectivas areas segiuni

B o+ gty )
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wis

(yn-2 e L yn_l + Yn)

Sumando estas areas; se tendra:

sz Viyotyy) 4 C )42
3 ot In Y1+ 93 4 -+ +Vn-10+2 (Fot e “+yn-2\}
Pérmula que nos da una aproximacion del valor de la

incegral definida A .

Congideremos el calculo de la sigulente integral de
finida

1

s
A= ) L dx
x4+ 1
0

Resolviendo la correspondiente integral indefinida
se tendra:

1
== S—l——— dx = 1g . (x4 1) m gtot SimE S oD
0 0
A = log 2 . 1g 10 = 0,301030 x 2.302585

A = 0,693147

Este es el valor exacto de la integral. Si no cono-

7

gn
ot

—
B
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ciéramos la funcidén primitiva del integrando, no podriamos
haber seguido este caminoj por lo tanto para calcular A
deber{amos segulr alguno de los metodos vistos para la in-

tegracién numerica.

Aplicacién de 1la formula de log trapecios

Dividiendo el intervalo de integraeién 0 , 1 , en
por ej. 8 subintervalos, los extremos de los mismos y los
correspondientes valores de la f(x) en dichos puntos se-
ran los de la siguiente tabla:

x4 f(xi)
x° - 0 yo - ]
X, = 0,125 y, == 0,889
X, = 0,25 y, = 0,8
x3 - 0,375 e 0,727

= 0,525 | 3 =~ 0,667

Xg = 1 i 0,5

Aplicando a estos resultados la férmula de los tra-
pecios, se tiene:

l+ 0.5

3y + 0,889 +0,8 + 0,727 + 0,667+ 0,615 +

Ag = 0,125 {
+0,571 + 0,533

Ag= 0,125 ( 0,75+ 0,889 + 0,8 + 0,727+ 0,667+ 0,615+ 0,57140, 5
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Ag = 0,125 . 5,552

Este es el valor de la aproximacién correspondiente

a la férmula de los trapecios.

Veamos ahora, aprovechando 1

: a misma divisidén, ya que
el numero de subintagvalos es par, la aproximacion que se

logra aplicando 1a férmula de SIMPSON.

Sg =9’-%-2-": &(1 + 0,5) + 4(0,889+ 0,727+ 0,615+ 0,533 +
~ 2 (0,84 0,667 + 0,571)3

-

N
= 0,0417 ( 1,5+ 11,056+ 4,076 )

= 0,0417 . 16,632

58 = °a6935

que la apro;imacién lograda por me-
impson, @s mas precisa,para un mismo

Se observa asié
r la formula de los tra

dio de la formula de
namero de divisiones,que la dada po

peclos.









