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5"// PROLOGO
Ha llegado a la categoría ¿e axioma en los pueblos civili 

zados, que ningún grado de enseñanza afecta tonto a su • por 
venir,como el consagrado a los estudios del Bachillerato. Y 
es porque en ellos, las juventudes, deben templar su espíri
tu, en las mas fundairentales lecciones ¿el saber y experien
cia de la humanidad, creando sus clases directoras. Este fin 
tan amplio, lleno de nobles cnbicioncs, ha dificultado en to 
dos los tiempos y en todos los pueblos, la articulación del 
sistema, ideal, que lo realizare. Do aquí, los tanteos, de 
aquí los cambios en sus planes, cada, día mas com; licados d.e 
redactar por el extraordinario número de nuevos temas, que 
el propreso ha acurrulrác, y que’ reclaman un lugar preferente 
en nuestra atención.

La Secretaría de Estado de Educación y Bellas ^rtjs ha 
sentido el deber de romper con un est .do do inercia en esta 
vital cuestión, nal cor^aginado, con el espíritu de renova - 
ción fpuc toda lo. vida Dominicana le viene imprimiendo su 
Providencial Conductor Generalísimo Doctor Rafael Leónidas 
Trujillo líolina. De ello ha surgido el nueve plan, que en el 
sector jar tetvó tico aspira a obtener todos los beneficios de 
un aspecto de los mismos, de aquel, que constituyo la diaria 
gimnasia mental que el razonar.dentó de sus verdades exijo.

lor eso, su primer año, funde en un curso bajo un misno 
profesor, las rar.ic.s Aritmética '.¿asonada y Geometría l lena 
con une docencia de 5 horas serán..les. Si en otros tiempos, 
figuraban separadas estas doctrinas que tienen un tranco co 
r.ún y cuyas raíces se entrelazan, no pudiendo en ocasiones 
precisar, cual nutre una rema y cual otra, hoy, todo aconse 
ja, el que se estudien unidas para que en el mínii.io tiempo, 
se consigan los nixinos resultados en el fortalecimiento 
mental y nateuático ¿el alumno.

En la activación de 1c. diaria tarea pedagógica, son osen 
cíales los ejercicios y probluxs que el profesor seleccio
na con prudente tacto, no perdiendo de vista,el que si cien 
es cierto, que la teoría sin próctica os utopía,la practica

on}oio.
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sin teoría, es rutina. Nada aconseja el hacer de un texto que 
debe ser herramienta- insustituible en nuestro trabajo,un ins 
truniento pesado, por contener acopio innecesario de ejercióos 
que en su propia analogía, encuentran la nejar excusa para c- 
vitar su indefinida repetición.

observar*. <.1 lector en este texto, la omisión do lecciones 
cue h*n tenido que sacrificarse en aras de la simplificación- 
que impone toca conjugación de dosel; linas en un curso. Aún 
así, para el aplicado, queda una tarca interosante que celo 
la vencer* sin agobio, si logra interesarse por estos estu
dios tan importantes cx.o útiles, liaci^nd? sujo., la. i/xima del 
genial Henri Foincaré ’’Las mate:/ticas por el c or a las inate 
r./ ticas" •

EL AUTOR.

Ciudad Trujillo, 21 de Inero de 1951.



ARITMETICA

INTRODUCCION

CONJUNTO Y NUI1LRO

1. UNIüaD. Y PLURALIDAD«- Desde niños sabemos distinguir en
tre un objeto y varios objetos que con independencia de la*  na— 
tur ale za de estos nos dan las ideas de unidad y pluralidad.

• • «
2. CONJUNTOS. Varios objetos considerados a la vez o sea si-

mult': -¿nt^ forman .lo jiue llanaflfts.WL..CprUuntQ_dQ_.QbjQtos . y
t.?rbion colección o grupo, llamándose cada objeto que.lo compo
ne elemento del conjunto.

3. NUM2H0.- De la idea de conjunto de objetos resulta la ii- 
doa de número; a un niño al que por ejemplo se le pregunta: cuín 
tos libros llevas en la cartera; cuántos objetos contiene ese 
estucho ? Lo primero que hace es considerar el conjunto de li
bros que Lleva en el primer caso o de objetos del estuche en el 
segundo, efectuando mentalmente la operación que designamos con 
el verbo contar; resultado do ósta sencilla operación es el nú
mero con que se satisface la pregunta hecha : he aquí cómo de 
la idea de conjunto ha nacido la de número, que el niño sabe 
perfectamente que lo obtiene, con independencia del órden en que 
cuenta, los objetos y de la naturaleza de los mismos, lo que le 
indica que un mismo numero puede corresponder a dos conjuntos 
de objetos diferentes.

Número os La idea resultado de*  la_operación, de. contar que de 
termina una pluralidad o conjunto
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4. DIVISION DE L03 CONJUNTOS»- Todo3 los conjuntos de ob- 
16tQ3 los pcdanos considerar orlenado3. le modo que a cada 
eje, ento si^.otio, excepto ol primero, al cual no, precede 
ninguno y el ¿último _ul_ que no le sigue ..otropa esta cJasa .de 
conjuntos se llaman conjuntos finitos.

Cuando los conjuntos carecen del ú 11iw elómente, perquje 
la formación sucesiva de éstos obedece a una ley, los con.iun 
it? ? _se_lí infinitos.

5. NOTACION DI? I£S CONJUNTOS.- Los elementos do los con 
juntos los designaremos con letras mayúsculas y I03 números 
por letras minúsculas; unas y otras so usan también acentúa 
das así ; AT, A1 f, etc.,; que se lee a prima, a segunda etc.

JALDA D v AI.DA.Do*- Si un maestro considera ó 1ó»
conjunto de alumnos_ .preciados y d»de dip.lvmas que tifne_des 
tirados rara premios, podré suceder : I. Cu > recibiendo cada 
alumno un diploma se agote d conjunto do éstos. II. Ope que 
den diplomas de3pué3 del reparto; y III. $ie falten diplomas’ 
en el primor case diremos qie los númeres do objetos de los 

s, diplomas por una parte y alumnos premiados por 
3011 iguales. y en los dos siguientes de si guales, sien- 
ai segundo mayor el número de diplomas que el de alum- 
fflencr en el tercero.

dos conjunto 
otra, 
do en
nos y

La relación de igualdad entre dos números 30 expresa por 
el signo = que so leo i^uol ¿, y la desigualdad por I03 
signos > y < que se leen respe c ti vanen te mayor que y menor 
que. Si representamos por z el número de alumnos y por 
b al de diplomas, expresa remes lo3 tren casos a3í ;

I a b
II a < b

III a > b

¿L número ¿ que antecedo a los signos de igualdad y de
si 1 al da d se llama primer miembro y el número b que sigue a 
e¿. -s mismos signos se llama segundo miembro. *“
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1 Dos conjuntos como Jo3 considorados en el primo?. caso* Vá- 
__ k-cí¿r—oo- 

rrjsponder uno del con junto diploma sr se dicen__ S£i¡______ coor-
di nubles y en los otros dos casos que no son coordinables.

Los números oue nos determinan los objetos de _ conjuntos co 
ordinubles son iguales y los que determinan los objetos de con. 
juntos no giioniinubljxs Desiguale 3.-

7. SERIE iIATJR/xL.- Un con junto puede contener un objeto y 
el número que lo determina 3e expresa por la palabra uno; s i 
a’este conjunto se le agrega otro objeto, obtenemos un nuevo- 
con junto determina lo por el número pe llamamos doj, y 3i así 
continuamos agregando de uno en uno otros objetos, los nueves 
conjuntos que se van obteniendo se expresan por los números 
tres, cuatro etc» La operación de agregar un objeto a un con 
junto pura obtener el siguiente es indefinida y los números 
que los corresponden constituyen la llamada seria délos núme
ros naturales que vemos es infinita. Todo número de la serie 
natural e3 mayor que eL que precede y menor que el que le 3i- 
gue.

8. -- ORDUIAL*- Los alumnos matriculados en una asigna
tura son inscritos en la lista que le facilitan al profesa? pa 
ra que distinga á unos de otros» E3 indudable que üi profesor 
se evita frecuentemente equivocaciones per tener iguales ape - 
llidos algunos alumnos, asignándole a cada discípulo el número 
tros o número quince. En este caso, determina el número a un 
3Ólo elemento del conjunto alumnos. En este número se denomi
na ordinal.

El áL emento que se le asigna el número uno se llama primero 
y se expresa gráficamente por T; al ropro3entadc p.v el número 
dos se llama serrado y 3e escribe 2j a los .que corresponden 3, 
4, 5, etc.; tercero, cuarto, ..®jLntc>, etc. y 3e designan per 
3», 4'., 5t, etc., Oorrientanent e se usan indis t in turnen te. Así - 
se di ce, el alumno número ocho o alumno octavo, ets.

9

: • AKLTMETICA.- Es la ciencia que estudia las propiedades 
*de los números.- El_ numeróles, osancralmento abstracto^ pero 
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teniendo su erigen en la operación de contar conjuntos de ob
jetes, cuando se designa la naturaleza de éstos, se llama nu
mero concreto.

10. NUIOllO ILTURziL : SU REP&S&IT^CIOH GEOt ¿ETRICA.- La uni- 
dad concreta con Ir. que suponemos formados todos los conjun
tos que dan lugar a la idea de número natural, puede ser un 
segmento de recta y aún podemos suponer cuando no lo sea, que 
está representado por éste; entonces tendremos un medio de re 
presentar los números naturales, por segmentos rectilíneos^ to 
nados en una recta indefinida a partir de un punto. ;ksí (fi¿

■ 0*  A B C D E F G H J K L I I N
4------- í 4 4— 4------- 1------- ♦-------»------ f------ 4.

0 1- 2 3 4 5 6 7 ' * 8 9 lo 11 12 13
La serie natural de los números 0, 1, 2, 3, 4, 5, ....n... 

aparecerá representada por los segmentos 0, G¿, OB, OC, 03,03 
OF,......ON ......y recíprocamente. Je ve que los números — 
guardan la misma relación de magnitud que los segmentos co
rrespondientes; así, 0C< OH y 3< Trinbien se vé, que a 
cada punto 0, A, B,- ....corresponde un número natural que de
termina su posición, Lis adelante observareras que á los o- 
tros puntos intermedios corresponden otras clases de números 
que s.e llaman racionales ó irracionales.

11. Las
verdades aritméticas, unas se pueden derastr*  r y otras no.Las 
primeras reciben el nombre de TE0R& y las secundas el . de 

o POSTULADOS. ' . . ..
TL0RI21A es una verdad domo3trabie. Distinguimos en él, el 

efíHPQÍado y la^^ostr ag¿6n. Anunciado es la expresión de la 
YgTdad que trata do dogostrarse; consta de dos prrtes; hipétg 

y tesis; la primera se supone cierta y la segunda se ha 
de demos tr:j?. L¿. demostración es el razonamiento oue se hace 
para probar la tesis.

_una._cpn secuencia que se deduce de un teorema. 
Por FR0BL3-Lw entendemos toda cuestión en la que por medio de 
unos números conocidos (datos z-, que estén relacionados con o— 
tros desconocidos (incógnitas), podemos averiguar éstos valo
res.-



Ln NUMERACION

Y LAS OPERACIONES FUI©;iENTAIES

CAPITULO I

Numeración Decimal ” .

12. gy OBJLTO.- La serie natural de los números es indefi
nida y por tonto es i-posible asignarles signos orales y grá
ficos diferentes; de aquí la necesidad de un medio convencio
nal y sistemático.

La numeración es el artificio de que nos valor.os para ex - 
pregar oral y gráficamente los números con un reducido número 
dé palabras y un. determinado número de giraos _que se llaman - 
cifres.

La numeración se divide, pues, en dos partes : numeración- 
hablada y numeración escrita. Artificios o sistemas de nume
ración muy diferentes son el ro; lago y el ^ecímul: expondremos 
ahora los principios fundamentales del decimal, que es el si£ 
toma adoptado por todos.

13. NUMERACION HABLADA.- La numeración hablada es el meto- 
do que enseña a nombrar los números con pocas palabras.

l or este método tan admirable por su sencillez aprendemos 
a dar nombre a cada idea-número y al mismo tiempo ese nombre- 
nos perrito conocer su lugar en la serie natural.

Los diez primeros números de la serie natural han recibido 
los siguientes nombres independientes de toda regla: uno, do¿ 
tres, cuatro, cinco, seis, .siete, ocho, nueve y diez.

Si ujj niño no conociese más que los nombres de estos núme
ros, vamos a ver cómo podría nombrar el número de elementosde 
un conjunto cual quiera, por ejemplo,de libros; si su número no 
es superior a diez, ya tiene resucita la cuestión>en caso con 



6 ARITMETICA

trario, puede formar con los libros conjuntos de a diez^asig- 
nando a este conjunto un nombre, el de serie, por ejemplo; al 
formar la última serie, o no cuedan libros en el conjunto da
do, o lo que es mas general, quedan en número inferior a diez 
que sabemos expresar; si son cuatro los libros sobrantes de 
formar las series y éstas suponemos que son siete, el niño — 
nos dirá que el conjunto considerado contiene siete series y

’ mas número de series es superior a diez,
podrá operar con las series de la misma manera que operó con 
los libros y por consiguiente fo miará nuevos conjuntos de a 
diez series que puede a cada uno asignarle un estante, y por 
este nombre expresarlo; como le sucedió con los libros, al 
formar el último estante o no le quedan series, o lo que es 
más general, le quedan, pero en número inferior a diez; si es 
tas son ocho y el de estantes cinco, dirá que, qinco__ estan
tes, ocho series y cuatro libros, es el número de libros del 
conjunto considerado; si el número de estantes fuera superior 
a diez, ha ríai con los estantes grupos de a*diez, que designa 
ría con un nuevo nombre, así sucesivamente.

Por lo que antecede, vemos que el conjunto de elementos li 
tros lo considera compuesto de otros conjuntos ideados por él, 
a los que les asigna nombres particulares (series,estantes) y 
que considera para la operación contar cono nuevas unidades; 
estas nuevas unidades se llaman unidades colectivas o de di
ferentes órdenes .

La formación de las unidades colectivas oonstituye,pues,el 
fundamento de la numeración hablada.

Los números de las unidades de biferentes órdenes que__co
rresponden a un conjunto, es por la manera sistemática de
formarlas que hemos explicado, siempre inferior a_diez; por 
consiguiente, conociendo los nombres de estas unidades colec
tivas y los de los nueve primeros números, podremos enunciar 
los elementos de cualquier conjunto.

'SI número diez es la base del sistema empleado para la for 
nación de las unidades colectivas, por lo que este sistema se 
llama decimal; lo mismo que el diez, hemos podido elegir para 
la base de las unidades colectivas otro número, excepto el u- 
no, d¿ndo con ello lugar a otros sistemas.

14. UNIDADES DE DIF’iLsMTLS ORDENES.- En el sistema de nume
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ración decimal, las unidades colectivas han recibido los si
guientes nombres :

decena ...............................
centena ............................
unidad de millar . ...

conjunto de diez elementos 
conjunto de diez decenas 
conjunto de diez centenas

Un elemento recibe el nombre de unidad simple o de primer - 
orden; una decena recibe el nombre de unidad de segundo orden 
una centena, unidad de tercer orden, etc. Como ya habíamos di
cho, cada unidad de un orden se compone de diez del orden in
mediato inferior.

En ^general se llama_ BA3E de sistema de numeración,el nú 
mero dp unidades de un ..oi’úenJ necesario para formar una del or 
den inmsdiato.suporior.

x 15. REGLA.- Paro, nombrar un número cualquiera se. conienza- 
por la expresión de 1 número de las unidades de orden más eleva 
do que con tercia; después se expresa el número de las unidades- 
de! orden .siguimtej y .así se continúa hasta expresar el .núme 
ro de las unidades de orden inferior.

Cojeo hemos visto, para la expresión de las unidades de dife 
rente orden que contiene, basta conocer sus nombres y la expre 
sión oral de los nueve primeros números; si el número carecie
ra de unidades de algún orden, no se enunciarán.

En la práctica, la palabra decena se sustituye por digz; la 
palabra centena por ciento o cien; la palabra millar por mil; 
en cuanto a los números, desde diez en adelante presentan las 
siguientes irregularidades: en vez de diez y uno, diez y dos.. 
... diez y cinco. se dice, once, doce, trece, catorce, quince; 
en lugar de dos decenas o dos dieces de tres decenas.».. nueve 
decenas, se dice, veinte, treinta... noventa; en lu ar de cin- 
co centenas o cinco cientos, se dice, quinientos; el número de 
libros que enunciábamos: cinco estantes, ocho serios y cuatro- 
libros, lo expresaremes así: quinientos ochenta y cuatro.

16. Los órdenes de unidades se clasifican en clases, conte
niendo cada clase tres órdenes; estas clases son: primera cía 
se, la de las unidades si pies; segunda clase,de los millares
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tercera clase, de los millones: cuarta clase, de los milla
res de millón; quinta clase, de los billones, etc., al pri
mer orden de cada clase se llama unidad, al segundo decena— 
y al tercero centena de la clase correspondiente, así :

Primera clase; de labilidades simples....
unidades siemnles. <¡ceCGnas...................... ..

¡centenas ......................

(unidades de millar., 
^decenas de millar... 
[centenas de millar..

(unidad de millón 
'(decena de millón
[centena de millón

Segunda clase; de los 
millares.

Tercer? clase; de los 
millones.

Cuarta clase; de los 
millares de millón

Unidad de miliar 
de millón ...

Decena de millar
de millón

Centena de millar 
de .billón ....

Quinta clase; de los 
billones.

l
[Unidad de billón... 
Idecena de billón... 
(centena de billón..
(

1er.orden
2U orden
3er.orden

o
10

n9

12'
13q

orden 
orden 
orden

orden
orden 
orden

orden

orden

orden

o id en 
orden 
orden

«
%
68 
o

•. • • 7
...
•••y-

17• NUTlIC.CIüN,¿SORIT.i. En lugar de escribir 
como venimhs haciéndolo, escribiendo las palabras con 
que se designan, se ha ideado un método sencillo de < 
ra de los mineros medir nte 
riamos: estas cifras en el

los números 
i las 
escritu 

cifras o gua- 
diez :

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, odio, nueve
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que se llaman cifras significativas y O, cifra no significati
va, pero indispensable, como veremos.

13. La numeración «escrita es eljnétdráo-que ensena a escri - 
bir todos los números con un determinado número de cifras..

Con las cifras que acabamos de indicar se pueden escribir 
todos los números, pues si suponemos que el panel sobre el 
que se va a escribir un número lo tenemos dividido en columnas 
y estas columnas se encabezan de izquierda a derecha con los 
nombres de las unidades de los diferentes órdenes, como aquí 
indicamos; tendremos, que enunciado un número, por ejemplo el 
tres mil cuatrocientos veinte y siete,

4 orden 3er* orden 2 orden 1er. orden

Unidad de millar
'3

Centenas
4

Decenas
2

Unidades
7

que vemos se compone de 7 unidades simples, 2 decenas, 4 cente 
*nas y 3 unidades de millar, escribiremos un 3 en la columna - 
de las unidades de millar, un 4 en la do las centenas,un 2 en 
la de las decenas y un 7 en la d^ las unidades; si suprimírnos
los trazos qué forman las columnas, no por eso dejaremos de - 
conocer el orden correspondiente a cada una de las cifras, que 
era el único objeto de aquellas columnas, siempre que conven - 
gamos en que la primera cifra de la derecha, representa unida
des simples, la que antecede las decenas, la anterior centenas 
y la primera de la izquierda millares; quedará, pues, perfec - 
tárente escrito el número del modo siguiente : 3427*

Escrito un número, el orden decii.tal representado por una 
cifra y el número de orden que indica su lugar, contando de 
derecha a izquierda, se corresponden.

19. PPJ\:?IF1G nW^JTAL«- Toda cifra escrita a la iz
quierda de otra representa unidades de orden inmediato supe - 
rior y la primera de la derecha, la de las unidades simples.-

Si un número enunciado careciera de unidades de un cierto 
orden y se quisiera escribir, en la columna correspondiente a 
dicho orden no tendríamos que escribir nada, pero al hacer de¿ 
aparecer los trazos de las columnas quedaría entre las cifras
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un claro que expresaría la no existencia de unidades de es
te orden; ahora bien, escribiéndose las cifras unas a conti
nuación de otras, se ocupa ese claro escribiendo en su lugar 
el simo 0; a3Í :

quinientos cuatro, se escribirá : 504

Do lo que antecede se deduce que una cifra correspondien
te a un número escrito, tiene dos valores : uno absoluto y 
otro ; el primero expresado por el nombre de esta - 
cifra y el segundo que depende djl lugar en <uc aparece es - 
crita en el número.

Así, en el número 444, todas las cifras tienen el mismo 
valor absoluto, pero es diferente su valor relativo,pues la 
cifra 4 de la derecha representa unidades simples, la segun
da decenas y la tercera centenas.

bir un número enunciado se proccuo de izquierda a dcrechc.,co 
manzaneo oor las unidades de orden má3 elevado, teniendo cui< 
dad o de eue toda clase este representada por un grupo de 
tres cifras. excepto la clase superior, cue puede carecer de 
centenas o de centenas y decenas«- ¿sí, para escribir,el nú
mero treinta y siete millones, setenta y cinco mil unidades* 
se escribirá : 37 075 000.

Entre una clase y otra hemos dejado un pequeño espacio, - 
que es preferible al empleo de signos, que pueden confundir
se con otras notaciones aritméticas; si un número contiene - 
millones, billones ..., etc., a la derecha y en la parte in
ferior de las cifras de las unidades de esta clase escribiré 
mos con caracteres pequeños un 1, un 2 ...

ro si tiene tres cifras a lo más, se ¿een,sucesivamente co
menzando por_la izquierda, las centenas, decenas y unidades- 
qx;e contenga; así, 325, 3e leerá trescientos veinte y cinco- 

Si el número tiene más de tres cifras, se divide en sec - 
cienes de a tres, comenzando por la derecha, la última sec - 
cióa ¿u la izquioi-da podrá tenor solamente una o dos y , se 
leen sucesivamente las secciones, expresando después de ca-
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da sección el nombre ¿e la clase que representan.

Así, 7 523 324 se leerá siete millones, quinientos veinte 
y tres mil, trescientos veinte y cuatro unidades.

CAPITULO II ’ . ‘

NUI DACION ROtítNA.-

22. Todavía se emplean números escritos, conforme a este an 
tiguo sistema, y tanto por esta razón como por el ingenio que 
demuestra, vamos a decir de el lo más esencial.

Los números se representan por letras, confome a la si 
guiante correspondencia :

1___ 5_ 10 50 100 500 1000
1 V X L 0 D M

• •
REGLA.- Ira. Toda letra escrita a la de recría de otra, agre

ga a ésta su valor.- En la aplicación de esta regla se debe te 
ner presente que las letras V, L y D no se pueden repetir y 
que ninguna puede repetirse más de tres veces.

REGLA.- 2da. Toda letra, ese rilarla de otra___ de
mayor valor, le resta el su, o. En la aplicación de esta regla 
se debe tener presente que lr.s letras V, L y D no se deben co
locar a la izquierda de otras de más valor que cada una de las 
otras tan sólo se colocará a la izquierda de las dos que le si 
guen en orden ascendente.

23. Teniendo presente las reglas anteriores, se escribirá - 
un número inferior a 3,000, escribi ndo sucesivamente los núme 
ros de sus diferentes órdenes.

Unidades = 1, II, III, IV, v, VI, vil, VIII, IX
Decenas =x, XX, XXX, XL, L, LX, LXX, LXXX, xc
Centenas -c, cc, ccc, OD, D, DC, DCC, DCCC, en
Millares =1', . d., * ’»r»; lililí.
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Los números 46, 253 y 2625 se escribirán :

46-XLVI, 253— CCLVIII, 2625=IMCXXV.

24 REGLA»- Para leer .un número escrito. QnJ^IBjg^racXon- 
romana, inferior a 3,000^ .s.e comienza por _ly> UDldade?—le_- 
orden superior y se continuará ley ene Q los órdoneg.. sucesivos 
hasta te¡minarlo.

Así, MMCXVI se leerá dos mil ciento diez y seis.

^2. .9 9<i& a. 3x0001V*

25. REGLA.- Si un número es superior a ?.C00_»—gQ .ggfiCÍ.. - 
ben los millares como si fueran unidé
cr.cl-ja una raya; si es. superior a__ 3.tQ0C»-ÍÍ
voces 1.000, se escribe el número de /.ilíones como si fuer 
de unidades simples y encima se coluouu v?.g -
se escribe el número de r,>11 lares en 1
cribicndo encima tan sólo una

I» d.

unidades simples

Así : ó 753 = VIDOCLVIII
G

7 856 726 = VIIDCCCLVIDOCXXVI. c

26 REGLA.- Para leer un número s--’pe<or a O.L'O.OGO se le 
en separadamente los números de los diJv. ór¿í¡aes,—Í£r
niendo presente las rayas horizontales escritas encima»

Así, VIIICDXL7II, se leerá :

OcíiO millones, cuatrocientos mil cuarenta y siete.

EJERCICIOS SOBRE LOS CAPITULOS I y II
I Nomorar un número formado per siete millones, cuatro 

centenas de millar, cinco decenas de millar, dos centenas, - 
seis unidades. -

II Escribir con cifras el número : I
Setecientos mil millones cuatrocientos cinco millo -

nes des mil veinte.-
¡i b i sai



13

III. Descomponer en unidades de diferentes órdenes y expre 
sur cuantas de cada una contiene el número

3 045 502 301

IV. Qué modificación experimenta el número del ejercicio- 
anterior si se le agregan dos ceros a su derecha ?

V. Escribir en caracteres romanos el año actual.

•VI. Idem el nuiaero 105,739.

VII. Leer los números MCDXCII y DJCXI.

VIH. Leer FxSwŒCIV.



caí- ITULO III 

aDICIOW I 3UBSTRÁCCI0N

I. SALTES IDEAS CO3xgS LAS OFE ACIONES FUNDA! ENTALES

27. Algunas operaciones que s? efectúen en la natu.r<LLeza 
con los conjuntos, tienen su interpret < ón abstracta, en la 
Aritmética, operando con Los número;; >:oe ios representan.

Las operaciones que se efectúan en la aritmética con los 
números se dividen en dos grupos : en el uno se incluyen 
las llamadas de cálculo y en el otro las coordinatorias.

23. Nosotros no nos ocuparemos mas que de Las primeras, 
que en general tienen por objeto bollar ?'o o varios núme
ros que se llaman resultados por meaio de otros conocidos - 
que se Llaman datos: estas operaciones pueden ser directas- o 
e inversas.

29. Las operaciones directas tienden a la reunión de va
rios números en uno; por esto se liarían operaciones de com
posición. Las inversas tienen en general por objeto hallar 
uno de los datos de la directa correspondiente, cuando se 
conoce el resultado y el otro dato.

30. En toda operación de cálculo, intervienen esencial - 
mente tres números; dos llamados datos, que determinan me
diante la operación el tercero, que es el re sitado. Así, 
la adición determina la suma por medio de dos sumandos; la 
substracción determina la diferencia por medio del minuendo 
y substraendo; la multipli cae ion sirve para lidiar el pro - 
cueto mediante el mixlti; lic¿.ndo y multiplicador: por medio 
de la división hallaremos el cociente, que corresponde al 

.tiVidcndo y divisor; la elevación a potencias determina la 
poteñe La .cuando se conocen la base y el exponento y las ope 
»raciones inversas de esta, llamadas radiación y logaritma- 
cioh, 'tienen resoect i varíente por objeto hallar la base de u 
r?. potencia cuando so conocen ésta y el exponento, y hallar
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fel excoríente. cuando se conocen la potencia y la base.
El siguiente cuadro expresa, sistemáticamente lo que dejamos 

dicho.

CLASE 0! iil CIONOS Dp.TUS RjSljLT'lDO

Directa Adición a 4- b s
Inversa Substracción s — a b
Directa Multiplicación a X b P
Inversa División p : a b
Dilecta Elevación a potencias ak P

Inversa Radicación
b
V F a

Inversa Legar itmación LOÓ» P b

31. Además de los signos empleados para distinguir las ope
raciones, se usa con frecuencia en la Aritmética el signo( ), 
paréntesis; dentro de él se escriben números combinados por o- 
oeracion-.s y el • arént.s.Ls.Jua¿j¿¿a Que el resultado ha do-----

EJJICICIOS

I. le finir la operación subst ib ciclón como inversa cié la a— 
dici ón.

II Razonar la propiedad conmutativa de la adición.
III Definir Indivisión coro inversa de la multiplicación.
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II. ADICION - 1

adición es une, operación o.uc tiene por oificto. agregar, a 
un. nú¡aerQ... l.p¿, ajes qg .oirá.

Los números que se lian de sumar se llaman sUiX.nlos y el - 
resultado de la operación aiyüsi. o total.

Se indica la operación colocando entre el primero y se - 
gundo el signo 4- que se lee s, y separándoles del resulta 
do por medio del signo —

Así : 4+5 ~ 9*

Es evidente que se hallará el resultado de la operación- 
anterior, agregando al número 4, una a una, es decir, coután 
dolas, las unidades del 5; este procedimiento, siempre largo 
y molesto, llega ¿ ser impracticable c; anio el referido su
mando es un número grande. Cuando el segundo sunundo es cero 
la suma es i «niel al orine ro. Así : 4 ± 0 — 4.

O
33. ApIlffiJ D¿ Ijb^ps_DIGIT.Q3. Se efectúa sabiendo de 

memoria la tabla de sumar, que es un c’iadro de números, i- 
guales a las sumas posibles de números di iios. «

Para formarla se escriben en una linea lorizontal el 0 
y los nueve primeros números; debajo de éstos se escriben or 
denada.«nte los que resultan de agregarles una unidad y así 
se continúa escribiendo filas de números f ornad os del mismo 
modo hasta escribir la que comienza con el 9.

Es evidente que la primera fila contiene las sumas de 
sus números con ceio, la segunda contiene las sumas de sus - 
números con 1; en general, una fila cualquiera contiene las 
sw.xq^de los números de la primera fila con el núrxro que en 
cabeza aquélla.

—í-'; : id—Un número compuesto lo henos consi
derado ’ co^jo el resultado de agregar sucesiva: ente a los núme- 

* ros de sus diferentes órdenes de unidades, las quo le siguen, 
.^¿escuiá-xehdo. r.sí : 45o es el

y 65 es’tc. o e ración compuesta
400 4- 50

resultado de agregar a 400, jq 
se indica del modo siguiente :

- 6



17

O
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I
se llama suix- indicada de varios su;nandos.

34. Las operaciones de cálculo aritmético tienen determina
das propiedades que son independientes del modo de operar y 
que facilitan reglas operatorias. Estas propiedades se ll¿man- 
leyes formales de las operaciones. ..sí : la adición, se dice — 
que es una operación uniforme, conmutativa, asociativa y nonó 
tona.

I. Ls uniforme ; quiere esto decir que la suma miembro__ a
miembro de Pos igualdades es otra i/qxaldad. Así de las igual -

a 7 b
dades Vl se deduce que a 4 a’ — b 4- b1. Esta pro-

• piedad es evidente y se aplica a varias igualdades.

II. Es conmutativa; qutpro esto decir que el orden de _los 
¿umandos no modifica el valorde,_la _suma : Así, a-j-b = b ta,

. « porque basta saber que a : 1-t 1 +......... 41 (a veces J y
b • 1+1414 lf............ .. x 1 ( b veces. Esta propiedad-
se aplica a una suma de varios sumandos.

> * • Así : a 4 b f c 4- d =.— c + b 4- d 4 a.

III. ¿s_ asociativa : quiere esto decir que dos o más suman
dos pueden ser sustituidos por su suma efectuada, así :

a 4 (b 4 c) -4 d -= a 4 s -4 d .- (El paréntesis indica que 
los sumandos b y c se han sustituido por su suma s. -

Esta propiedad es evidente si los sumandos que deseamos a- 
sociar son los primeros; pero como en virtud de la propiedad - 
conmutativa siempre puede hacerse que lo sean, esta propiedad 

’ es general.

IV. Inversamente, un svjx.rdc puede sustituirse por otros 
varios de los cueles él sea la suma.

V. Es monótona : Esta ley expresa que si varias desigualda
des dol mismo sentido se suman miembro a miembro, los resulta- ;

• dos_. forman una desigualdad del j.smo sentido que las ?rópues - 
tus. Así :
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5 > 2 se obtiene 7 4 54-8 > 3 4-2-4-4. 
8> 4

.desigualdad- s.e—les
puede supsr un mismo número n, sin que el sentido de la.,de&-
i;xuladad varíe./

35•- l-.ódulo de la operación de sumrr es el. número que su- 
mado con otro cualquiera no lo modifica. Así : 7 + 0 = 7 ;
luego 0 es el módulo de la-adición.

36.- iuesto que, según henos dicho, un número se puede 
considerar como una suma de varios sumandos, en la sume. 456 
+28, se podrán sustituir esos números (propiedad IV) por 
las sumas 400 + 50 +- 6 el primero y por 20 +- 8 el segundo y 
se podrá escribir la siguiente igualdad :

456-+28 - 400 + 50+6+ 2C 4-8. o

Por la propiedad III podremos reunir las 5 decenas con 
las 2 decenas del segundo miembro de la igualdad anterior y * 
lo mismo podrá hacerse con l~s 8 unidades y 6 unidades, pu- 
diendo, por tanto , escribirse :

400+50 + 6+20+8 = 400 + 70 + 14.

En virtud de las propiedades III y IV de las sumas indica 
das, se podrán distribuir las 14 unidades en 1 decena y 4 
unidades, y asociando esa decena a las 7 decenas del segundo 
sumando, se podrá finalmente escribir :

400 + 70 + 14 = 400 + 30 + 4

y como esta suma indicada es según los principios de la nume 
ración escrita igual al número 434, habremos conseguido el 
objeto que nos proponíamos de reunir los números 456 y 28 
en uno solo, que es el 7484.
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Como el razonamiento se extiende sin modificación aljuna a la 
suma de variados sumandos, se podrá enunciar con carácter gene 
ral la siguiente regla práctica :

REGLA,- Para sumar números de varias cifras, se___ escriben
los sumandos unos debajo de otros, de modo que se correspondan 
las últimas cifr¿>s de la derecha ( así se corresponderán, unida 
des con unidades, decenas con decenas etccteraj; haciendo__uso 
de la re -la anterior, se tía Han las surx.s de las cifras conte
nidas en cada aolunna, comenzando por la de l<-;s unidades; al 
pie dv cada cclv.: -n?. se escriben las unidades de su suma, 
vgjvlp _las.^ecor/.s gara ar.regarias a la suma de H_.coluana si
guiente« j así se continúa hasta ha^er considerado todas las 
columnas.-

Comcnzarics, ce. o hemos visto, la adición por la columna de 
•la derecha para poder agregar todas las unidades de un orden 
superior ~ue se- formen a la s “unidades del orden siguiente. •

Al efectuar 'in cálculo aritmético es fácil cometer un error, 
por lo cual condene asegurarse de la exactitud del resultado; 
o volviendo a efectuarlo, en cuyo caso nada más fácil que repe 
tir el error, o efectuando una nueva operación que se llama 
prueba.

37.- Prueba do ma'operación os, pues, una nueva operación-
cue efectuc.rerys para aseguramos de la exactitud del resulta-

!H3do en
La_praehíi_adición *• 1_ orden de los0

súmannos y la su?;- que obtengamos debe ser igual a la prime
ra suma h¿llaca;_¿i a^ sus.^e os probable que __opyxs. -
ción esté bien hacha ;_PQr_lQ_^nor al L^niab^l^ -
sumando de abajo arriba si anterior ente sumamos de arriba aba

III. LA SUBSTRACCION

38.- Si de un conjunto de 15 unidades, por ejemplo, separo-
4, Cuántas quedan ? Esta pregunta se contesta mediante una 

* operación numérica llamada substracción.
La cual tiene ñor objeto, .averiguar las unidades que quedan 

b
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un un conjunto« cu¿Jido de él, se separa un determinado, núre 
ro de ellas.

El número que expresa las unidades del conjunto dado se 
llama minuendo; §1 que expresa las unidades que.se sepa - 
ran recibe el nombre de substraendo« y el que nos indica — 
las que quedan se llama resto,, exceso o diferencia,

39. NOTACION,- Se indica la operación escribiendo el mi 
nuendo, después el signo —que se lee menos, y a continua
ción el substraendo, separando el resultado de los datos 
por medio del signo igual. Así, en el ejemplo propuesto es
cribiríamos 15— 4 11.

De lo que hasta aquí hemos expuesto, se duduce que el 
substraendo es a lo más igual al minuendo.

40 También deducimos de una manera inmediata, que §ljní 
.nuendo es la suma del substraendo y el resto; para esto,con 
cretándonos al ejemplo primero, supongamos que las 15 unida o 
des (minuendo) fueran monedas y que de ellas separo 4 (sus 
traendo), quedarán 11 (resto); evidentemente si agrego a 
las 11 monedas que han quedado, las 4 que separe, obtendré- » 
las 15 primitivas.

En general, si por a designamos el minuendo, por b el 
sustraendo y por c el resto, se tendx'á :

a — b c de donde a — b -4- c

• *de aquí deducimos la siguiente definición de la substrae —

La suma conocida a, es el minuendo, el sumando conoci
do b el substraendo y el desconocido _c_ el resto o dife - 
rencia.

La substracción es por consiguiente, una operación inver 
sa de la adición.

La adición no puede tener otra operación inversa porque— 
el orden de los sumandos no altera la suma; es decir, que

<



en la opeiu.ción directa a y b desempeñan el mismo papel.
42.-  La substracción tiene las siguientes propiedades o le- 

y.QS.. formales: Es uniforme. monótona e invariante.

I. Unifome : Son iguales o de una xorma los resultados- 
de restar miembro a miembro dos igualdades. Así : de

a — b se
tí

a — a1 b — b!, 
’traendos nos d. ría

deduce a — á* = b —b', pues si

la suma de estos restos con a1 = b! 
a $ b resultado absurdo.

fuera

subs -

Coralario.- De los dos miembros do una igualdad puede reSj- 
terse.el_Jliisas.nÚSLro_y dg_u'l_mis_mo_iP4inerQ-¿2uedpn_resteras.J&s 
dos,. míe: bros de una igualdad;, en ambos casos.jrcsuLta otea JLr 
f&aldod.

II• JEs_r£Uótona^Q_£5.a_al _do los „dos. niomhrcs- d^.una__,íís- 
igualdad se restan los de una igualdad, los resultados forman- 
una. dcsigurIdao del mismo sentido que 1^ dada. Así

de se deduce a— aT > b — b’ pues si a— a’< b-b’
a» - b»

sumando miembro a miembro ésta expresión con a’ =b’ resultaría 
a < b; resultado absurdo.. Demostraciones parecidas se apli - 
can al restar miembro a miembro de una igualdad, una desigual
dad y también al caso de restar miembro a miembro dos desigual 
dades de sentidos contrarios, en el cual resulta una desigual
dad del mismo sentido que la minuendo.-

III. InyarígJiLsL Llína^iíiQ.rcKciajio_se jno<:lifi^sl_al_xiinu- 
endo y al sustravndo. se les suma o rosta un rAsmo, numero.-

Sea a — b ~ c. Vanos a demostrar que si sumados el núme
ro n al minuendo y substraendo, el resto no varía, por lo 
tanto que ( &4n) — (b -|-n) = c. De a—b = c se deduce 

'& = b 4- c y por la propiedad uniforma de la adición; a+n~ 
/b 4- c 4 n, y per la propiedad conmutativa y asociativa se tie
ne a 4 n — (b -+- n) 4- c, de donde ( a4 n)- (b 4 n) — c 

» como se desea probar.



En la adición henos visto que a -j- 0 —- a, de donde a a
- 0 y a — 0 ~ a; estas dos últimas igualdades nos dicen : 

la primera, que la diferencia de do3 números iguales es igual 
a cero, y la segunda, que si se resta cero de cualquier mine
ro, el resultado es este minero.

La diferencia de dos mineros puede ser un número menor o 
mayor que 10, es decir, un minero de una o de varias cifras.

Se conocerá que la diferencia tiene una, en que agre- ando- 
10 unidades al substraerlo, se forma un número mayor que el 
minuendo; si con esta operación se forma un número menor, la 
diferencia tendrá varias cifras. Así la diferencia 14—8 ten 
drá una cifra y la diferencia 12ó— 14 tendrá varias.

43. CASOS DE SUBSTEACCIOK.- lro. tuv el substraendo—y_.nl 
resto tengan una sola cifra, 2do. -^ue tengan, ambo, suardas..

ler. C/.JO.- Sea, por ejemplo, 14 - 8; se trata de hallar 
un núnrro que, sumado con 8, nos dé 14; la tabla de sumar em 
pleade del modo siguiente re.sjelve L cuestión : Se tusca el 
substraendo 8 en la primera fila, se buj¿ por la columna co
rrespondiente hasta el minuendo 14 y el numero 6, que encabe
za la fila en donde éste se encuentra, será el resto.

-« • »
44. - 2do. CASO.- Sea, por ejemplo, 454 — 124, en el que 

las cifras del minuendo sen por lo menos i.guales que las 
del mismo orden del substraendo«

Es evidente que la diferencia se formará con las cifras 3, 
3 y 0, que representan las diferencias parciales de los nú 
meros de unidades del mismo orden del minuendo y substraendo.

La operación se dispone del modo siguiente :

454
— 124

330

Si tuviésemos que restar de 628 el número 376, comenzaría
mos aplicando el método anterior y restaríamos de 3 unidades- 
del minuendo L’ s 6 unidades del substraendo, resultando 2 uni 
vi-des para la cifra del resto; pero al continuar del mismo rao

substraendo%25e2%2580%2594y_.nl


do, encontraríamos con la imposibilL_ d do restar de dos de
cenas del minuendo las 7 decenas el substraendo; para salvar 
este inconveniente, apregaremos a las 2 decenas, 10 decenas,- 
y se formarán 12 decenas, de las que ya es posible restar las 
7 decenas; ¡¿ero tendremos que agregar estas mismas 10 decenas 
al substraendo, para que el resto no varíe, lo cual se consi
gue agregando 1 centdha a las 3 centenas del substraerlo y 
así halláronos las centenas del resto, efectuando la substrae 
ción de 6 centenas y 4 centenas.

La operación se dispone del modo siguiente :

623

252
y se efectúa diciendo : 3 — 6, 2; 12—7, 5 y 6— 4, 2: la
diferencia es, pues, 252.

So escribe el minuendo y debajo el substraendo te - 
niendo cuidadode que se corresponden las unidades del mismo 
orden: ■comen^r<zii^.;la, operación por U_ derecha; si es po^l - 
ble se resta cada cifra del substraendo de la correspondiente 
del minuendo y si al-^na de estas substracciones no fuera po- 

r.r pe/ la .cifr- 4c,L substrae;do mayor que la corrcspon 
diente del minuendo, se agregan 10 a la cifra del minuendo y 
1 a 1 > cifra inmediata colocada a la izquierda de la del sub¿ 
txasndo.

45.-  FRUE3.LDS LA SUE^UC3IQN.- La /rueba de la substrae 
pión consiste en sunur el substraendo con el resto y esta su
ma tiene que ser igual al minuendo.

46. Henos llamado sunr. indicada de varios suinandos a la ex 
presión que indica que un número se ha de sumar con otro, y 
el resultado con otro, hasta llcgítr al último.

Si llamamos a los sumandos a, b, c y d, la suma indicada 
será : a -f b -f- c q- c; la diferencia, indicada de los números 
a y b, so representa por a — b.



También podemos considerar expresiones mas generales combi
nando los signos de sumar y restar, resultando de este rodo

a— b c — d 4- e - f
que se llama polinomio numérico.

47. Los datos de una operación pueden ser el resultado - 
de una operación no efectuada, entonces se dice que esos da 
tos se dan en forma implícita y no hay necesidad de conocer 
esos números explícitamente para efectuar la operación y 
aun en muchos casos de demostración de propiedades numéri - 
cas, es necesario conservarlas en aquella forma.

48. Distinguiremos varios casos : 1ro. ..dición de sumas- 
con números o viceversa; 2do. Adición de sumas entibe sí;,3ro 
Adición de una diferencia con un numero y viceversa..; 4to.A-

eos; 7mo< Restar de un numero una su: 1 ru'icad• ■; 8 vo.¿lest r
de un número una diferencia inc.! cada.

lerg CASO.- Adición de una swra con xn numero.-
Basta para ello fora¿-r con la suma y el número una sola su
ma. Así : (a-f b q-c -id) m — a yb -te -fd 4-m y si hacemos uso 
de la propiedad ( Asociativa), podremos substituir b y m, 
por ejemplo, por su suma, llamándola s, la expresión ante - 
rior será a-f-s -+ cf d, lo cual nos dice q'.x? para sumar una 
suma indicada con un número o vicevursav_.br;s.ta arrear el 
número .a. uno cualquiera de los sumando.

2do0 ¿¿Ación de sumas entre si.- basta para .efectuar es
ta operación formar con los sumandos de ambas snms una so
la.

Así : (a-fb-i c) 4 (m 4-n) — a-r-b-j. c 4 mTn,
dn efectd : si tenernos a 4 b 4- c = s, se podrá escri 

bir : (a + D t c} 4- 'n n) s n),
y por tanto (primer caso),



• Z k>. Jk/X XV* G >7^. Uam 25

por consiguiente, propiedad (34-IV):

(a-t-b-t-c)-+ (n-f-n) =- a 4 b -t c-*- m4n.

3ro. ¿.dición de una diferencia con un número y viceversa.- 
Para surcar una diferencia indicada ccn un _nfmero^sc ,-ucde á - 
rrcrar ese mi-ero al rAnucndc de la diferencia. Tx.bién se 
puede efectuar la operación restando ese, nútiero del substraen 
do. ...Las f'°s reglas se expresan con las igualdades siguientes

(a — b) -t- ei = (a -j. n)_ b; (1) 
(a — b) -f-n = a—(b - n) ; (2)

Para demostrar la igualdad (1), diremos : 

a - b ~ d, de donde a b -f- d, y de aquí (34-1) :

a f m — b puf d; luego (a t rc) — b - d 4 m= (a- b) 4- m

Con la nisrxi facilidad se demuestra la (2).

4to. reacias.- .4e ..forma una difeixncla-
cu;.xxrdnucndj--¿ea la surcn de los mínuenof; de las diferencias 
dadac v.aT-AQ .substraendo sea la, .surca de. los, substraendos-----de
las-mláu&s«

Así : (a — b) 4 (m - n) ~ (a 4 m) — (b 4 n),

En efecto, si tenemos (a — b) — d, se podrá escribir :

(a — b) -+ (m-n) — d 4- (m - n) = (d -f-m)— n

!.(a- b) 4 ¿j — n ¡(a m) — b! - n - (a4 m) — (b - n) .

5to. v óto. Adición de un. .poliiiO-iia-nuii/rico con un_número 
y adición de dos ^olin< ■ 1 ¿k.Jricos. Un poliYio». io numérico-
es igual a la diferer.-ja entre los irm.2rcc que defon^a¿\^rs£r- 
y los que deben restarse.

a— b 4- c- d — e 4 f= (ai c4 f) — (b 4 d 4
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De aquí se deduce que las operaciones con polinomios numé
ricos quedan reducidas a las ya estudiadas con diferencias.

7mo. Restar de un número una sura J.ndicada.- para___ ¿Lio. 
se restan.sucesivamente_del mWujte laa. d.if.que 
se van obteniendo, cada uno de los sumandos.

Así : a—(b4-c+d)a-b-c-d.

Esto es ana consecuencia del concepto de polinomio numé
rico .

Svo. Restar de un número una diferencia indicada.- Para 
efectuar esta op yrac.iQn^_s^„auma..^Qn el nú^n2_¿L^^raen 
do de la diferencia y del resultada.se el minuendo• -

Así : a— (b—-c) = (a 4- c) — b.

Estas diferencias son iguales, porque la segunda tiene - 
por minuendo y substraendo, los de la primera, aumentados - 
en un mismo número

EJERCICIOS ______ _

1, Se llama complemento aritmético de un número lo que 
le falta a este número para formar una unidad del orden in
mediato superior al de sus unidades más elevadas.

Hallar el complemento aritmético de los números : 361, 
2 359, 23 498.

2. Tres personas se dividen unos campos; la primera y 
la segunda reciben 1,835 tareas, la segunda y la tercera — 
2,306 tareas y la primera y tercera 2,199 tareas. Que exten 
sión superficial le ha correspondido a cada uno ? (La uni - 
dad agraria del campesino Dominicano es la tarea y es equi
valente a Ó28,ri¿885.)

3» Demostrar que la suma de dos números aumentada en 
su diferencia es igual al doble del mayor y que esta suma 
disminuida en su diferencia es igual al doble del menor.

4- Si varios números están ordenados en sucesión ere - 
cíente, la suma de las diferencias que se obtiene restando-

resultada.se
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de cada uno al anterior, es igual a la diferencia entre el- 
último y el primero.

5. La población estimada en la República Dominicana en 1ro. 
de Enero de 1943 era de 1,107,273 varones y 1,074,836 hembras 
Cual era su total ?

6. Hallar do3 números naturales consecutivos cuya suma sea 
733.- Idem tres números naturales consecutivos que sumen 783.

7. -Encontrar dos números sabiendo que si al primero se le a 
Haden 6 unidades resulta igual al segundo y si al segundo se 
le añaden tamil en 6 unidades resulta doble que el primero.

3.- En 19//.' la Provincia Duartc, La Vega, L-onseLor x-ieriño,y 
Ceibo, tuvieron cultivadas de arroz respectivamente las si
guientes hectáreas : 7929; 3851; 8025; 6545. Cuál fue la ex - 
tensión que correspond?.6 a las cuatro ?

9. - la distancia de Ciudad Trujillo a New York es de 1,535 
millas marinas (La milla marina, con menor error de 1 metro,e- 
q?jivale a 1,852 metros) y a Cádiz (España) 3,125. Hallax' - 
en que excede la distancia de Ciudad Trujillo a Cádiz a la di¿ 
tancia de Ciudad Trujillo a New York.

10. La República Dominicana el 1ro. de Enero de 1948, con - 
taba con 2,182,109 habitantes; 172,561 habitaban en el Distri
to de Santo Domingo y 287,646 en la Provincia de Santiago. 
Quintos habitantes ocupaban el resto de la Isla ?.

11. En la zafra del 1937-38, ocupó la Republica Dominicana-
el cuarto lugar entre los 1 aises .'une r iconos, productores de a- 
zucar de cana con 427,563 toneladas,-después de Cuba con
2,887,700 toneladas, Brazil con 995,500 toneladas y Puerto Ri
co con 924,000 toneladas.- La producción mundial ascendió a 
17,390,000 toneladas, corresnondiendole a América 7,500,000 t. 
Hallar el resto que correspondió a los otros pueblos del mun
do, con relación a éstos A i aises.- Igual problema con respec 
to a los otros pueblos de América.
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CAPITULO IV

I, I.ULIIi LIGACION.

49. La multiplicación es una oper¿>ción, en la. (jue..se_to
ma un*número  que se llana multiplicando, tantas veces por 
suA^r.do,. cono unidles úieae ptre ¿<u^ se Aluna wltiAUsa. - 
íL¿u

SI resultado de esta operación se llora producto.
El multiplicando y el multiplicador reciben el nombre de 

jacto res. dei_j¿ro¿uctQ_.

50. ¡VOTACION.- Se indica esta operación por medio del 
signo_X_ o por un. que se lee r.ytLtiplicado por y o'.ie se co
loca entre el nultipliccndo y el multiplicador. \sí : 4 x 5 
se lee : cuatro multiplicado por cinco.

51. OBSERVACION.- 21 producto se Jo.-nia con el iiultiqli- 
fismiQ» de Ift.jaissauLanera qu*  si ault^iÍQ^dQr._s.(¿_l.Qnaa. os>n 
la unidad.- Así, en el producto 20=5 x 4 sabemos por 
definición que 20 (producto) se forma tomando el 5 (multi
plicando) 4 veces por sumando; es decir, las nismas veces 
que se toro, por sumando 1 (unidad) p^ra fonv.r el 4 (mul
tiplicador) .

52. En general se define la multiplicación diciendo: La 
multiplicación es una operación que ti^ne por objeto, dados 
dos, numeras, que se llaman multiplicado y multiplicador, h¿ 
ilir. un. tersara.lVvt..a pr?dup.to,_qqg_j¿qié.j^x^d9 con 
rg£pc£tQ.aL.rialtlplic.a^o de Ly.¿¿íS£¿ manera .que .el multi
plicador está jomado con respa 1a unidad.

Con esta defirición poderos dar interpretación a los ca
sos no incluidos anterior.aente, de ser el multiplicador la 

io
 le-

53• ói el. multiplicador es ixual a la unidad, el produc 
es i¿ual al_ multi; ljcando, bi el multi- licodor es cero, 
rrocucta es cero.
Varios nÚLoros entre los cu. .les se escribe el signo de 

multiplicar, fe.rían un producto de varios factores. Así:
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5 X 4 X 6 X 3 indica, que. el producto 5 X 4 se ha • do 
multiplicar por 6 y el resultado por 3. •

54. Leyes formales de la multirlicacicn.- La multiplica - 
ción, lo mismo cuando el producto se forra con dos factores - 
que cuando se forma con varios, tiene las propiedades sipuien 
tes: Es uniforme, distributiva, conmutativa, asociativa ' y» 
monótona,

I. Es urdirme : Los productos r.áor.bro a miembro de dos 
o varias igualdades constituyen otra igualdad. Así :

a a’
b = b1 se deduce a X b =. a1 X b‘.

II. Ejs conmutativa : El producto 7 X 3, o sea tres vcces- 
siate, es igual al producto 3 X 7, o sea siete veces tres. 
El producto 7 X 3 es igual al número de unidades conteni - 
das en el siguiente rectángulo :

1+1+1+ 1 + 1 + 1+ 1 = 7

1+ 1 + 1 + 1 + 1 +• 1 + 1 = 7
1+1 + 1+141+14-1= 7.

Si tenemos en cuenta que en este rectángulo hay siete co
lumnas de a tres unidades el rectángulo contendrá 3X7 u- 
nidades; luego 7X3 = 3S7*

Si se trata de un producto de varíes factores, se ve que 
es evidente que se__pucden permuta:» los, úo,a_.primeros. Así :

3. 5. 4. 2 = 5. 3. 4. 2.
• También se pueden.permutar los dos últimQA» os decir, que

3 . 5 . 4 > 2 — 3 . 5 . 2 . 4. Tara ello efectuamos el pro
ducto de todos los factores que anteceden a los dos últimos 
y se tendrá : 3 . 5 = 15, y multiplicando sucesivamente por
4 y por 2 se tiene : 3* 5 • 4 =* 15 • 4= 15+15 4 15 + 15 y 
3 . 5.4.2- 15. 2 +15. 2 + 15. 24 15. 2=15 .2. 4 
==• 3 . 5 . 2 . 4.

Se podrán permutar dos factores consecutivos cualesquiera, 
y por tonto cada factor podrá hacérsele ocupar el lugar que
nos convenga.
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Se quiere p¿ >bix que a . b . c . d »• a . c b . d, pues se 
tiene que a . b . c .= a . c . b, y por tanto a. b . c .d 
«»-.c.b.G.

III. -,S distributiva : Quiere esto decir : que ara .GUj-r 
t^.yllc^r una sima indicada oor un nárnero se ¡.lultX'tflíca
uno de los sumandos ñor el nwg.ro y ge $u¡,.an los pro.Qucúqs^

Ejemplo : (3+ 4) * 2 == (3 + 4) + (3 + 4) = 
3+44-3 + 4 = 3 + 3+4 4-4-3x24 4>< 2,

Se justifican esas igualdades por definiciones y propieda 
des conocidas. Una diferencia, por ejemplo, 15— £,para mui 
tiplicaría por 2 se multiplica el limando y el substraendo- 
por 2 y se restan los productos.

Ejemplo : (15- 3) X 2 = 15 X 2 - 3 7 en general
(a b ). c = a . c — b . c •

En efecto : Haciendo a— b = d, se deduce a = b + d y 
multiplicando ambos miembros por _c. se tiene :

a y, c = b >< c 4 d y. c y de aquí ac — be ~ d • c ~ (a — b).c

Cuando todos les sumandos de una suma son productor ^on 
un factor común, la suma se convierte en producto.

Cuando el minuendo y substraendo son’productos con un fac 
tor común, la diferencia se transforma en producto.

h estas operaciones se llama sacar factor común.

IV. Es asociativa : Si en el producto a . b . c . d de
seamos asociar los factores b y c, es decir, sustituirlos - 
por su producto efectuado, que llamaremos p, se tendrá :

a. b. c. d — a (be) d = a . p . d.

Esta propiedad es evidente, si los factores de que se tra 
ta son los primeros, pero cono siempre puede hacerse que lo 
sean, en virtud de la pie iedad conmutativa, la propiedad es 
general.

i:^i
LW2II
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/. La multiplicación es una operación monótona. ¿uiere esto 
decir que si se multiplican miembro a miembro dos desigualda - 
des del mismo sentido, los resultados forman una desigualdad - 
del mismo sentido que las propuestas : Ls decir, que de a b 
y c > d resulta a . c > b . d; en efecto,

a c = a-l-a-L a-j» a .,. a(c veces) ; b y., d = 
= b •+b -f b ..... b(d veces),

tiene mayor número de sumen 
a segunda, y por lo tanto queda evi-

resulta, pues, que la primera suma
dos y mayores que los de 1 
denciada la propiedad.

• Si sustituidos una de las desigualdades por una igualdad,— 
’ la propied ¿ subsiste. Zn particular : Si se multiplican los 

^^r^desiaxaldud por un mismo número f los resu¿ 
' una desi-unidad del :,;ismo sentido gue la roques"

55. módulo do la multiplicación, es el número 1, pues- 
a . 1 ~ o.

’ • .56. IflíLTlfLIliOION DL NUCIOS IÚ LICITQ3 DADC3 Zj ZIFZ3ZN -
TI5 FORJAS
0*4 ¿ ~ 1ro. Pna sumo, indi o? da ror un número o viccvers 

*--♦ 3ro.
a diferen -

Í^x1_l:1£qrepelí iixiicadc. ;.>or_ un número o viceversa
un¿. diferencia por ot
CÍS.--■ /-

ler. ■? .- I ,;rr; muít.i, licar una suma por un número se mul
tiplico, cada uno de los sumandos v»or el número y se suman los 
productos.

n efecto : ( 3 4-2 ■+ 5). 4= (3 4-2 + 5)+ (3+2+5)4-(3+ 
2+5) + (3+2+ 5) y según los principios establecidos sobre 
los operaciones con suecs indicadas, el segundo miembro será i 

> ©id a :

3+3+3+3+2 + 2+2 4-2 + 5+5+5 + 5

y por tanto

(3-f-2 4- 5). 4 = 3X 4 2X 4 5 X4

' 2do. CxloO- Ears- ’ ov otre suris, se mu~L_
tiplican ca¿a une do los _sv->_nflc de 2 yrii^'.ra suca, por ca~
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da uno de I03 de la serunda y 3? suman todos los preguetos 
obtenidos.

Así :

(a4 a»4 a»» ) (b f b’) = ab4 a»b 4- a» *b 4 ab’4 a»b» 4 a1 ’ b»

Er. efecto :
Se repite la suma (a 4 a’4 a»»), (b4 b» •'veces, repitien 

dolr primero & veces y luego b» veces, lo cual se expresa- 
con la siguiente igualdad :

(a-fn’-F^1) (b4 b») = (a + a» 4 a”) b 4- (a 4 a»+a”)b»

y en virtud del caso anterior, el segundo miembro se trans
forma como expresa e] enunciado.

3er. £ASO>- Pare_nultinli_car una diferencia por un núne- 
• ro. se multiplica minuendo j-j- ¿ostraendo, y___ ge
¡restan los productos. -

Así : (a— b). m— a . m — b . m.

En efecto, esta expresión quedará Justificada si el subs 
traendo del segundo miento ro b . m, sudado con el resto (pri 
mer miembro (a — b) . m da un resultado igual al minu
endo a , ex.

bm -4 (a — b). n =r m (b 4 a — b) — m . a

Ato. CASO- Para multiplicar _una d ifarene ia_ po_r_ _ot ra_d i - 
¿^:2ncií^^^/ÁÚllUca_la_priiAe>ra por el minuendo y subs - 
ira_cndq_dc__U_^.CKluida_jz _se .restan los productos.

Así : (a-a») X (b—b»)=*. (a—a») .b — (a—a») . b»

y este segundo miembro se transforma en

ab — a ’ b — ab» 4~ a»b» *
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53. CA30S DE LA MULTE LICACIG^.- Irò. Hallar el producto 
de dos números dígitos. 2do. Multiplicar un número compuesto 
p^_jin_jáír;i_T/o^_ Hìro^. Multiplicar dos números compuestos,.

Para conocer el producto en este caso, basta saber de - 
memoria la tabla de multiplicar, que es un cuadro de números 
que contiene todos los productos posibles de los números de * 
una sola cifra.

WU ¿L MULTIPLICAR 
□ ~T r Ì c • C. ' ~ n1 p 3 ’ “F

5 6 7 8 9

2 4
•

6i 8 10 12 14 16 18

3 6
•
91

12 15 18 21 24 27

4 «
i i o12i 16 20 24 28 32 36

5 10
]

1,5 20 25 30 35 40 45

6 12 184 24 30 36 42 48 54

7 -14-
4

-21- 28 35 42 49 56 63

8 13 24 32 40 43 56 64 72

9 18 27 36 45 54 63 72 81

Esta tabla, llamada pitagórica, contiene en la primera- 
fila les productos de los nueve primeros números por uno 
en la segunda, los productos de los mismos números por dos- 
y así sucesivamente hasta la última, que contiene los pro - 
ductos de dichos números por nueve. Para hacer uso de ella 
se busca el multiplicando en la primera línea horizontal y 
el multiplicador en la primera línea vertical, y el número- 

' w común a la columna correspondiente al primero y a la fila - 
correspondiente al segundo, será el producto. Así : 3 X 7 — 
21, es el número común a la columna que comienza por 3 y
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a la fila que comienza por 7*

2^ o. CASO,- me el multiplicando tenga varias cifras y el 
multiplicador sola.

Sea multiplicar 427 X 5 •

El multiplicando es : 427 = 400 4-20 -f- 7 =■ 4 . 4- 2
d-4-7 u designando por ct d y u, respectivamente, centenas 
decenas y unidades.

El producto, según sabemos, tiene que contener 5 veces 
más unidades que el multiplicando 427, lo que puede conse - 
guirse haciendo 5 veces mayores las pr^rtes 4c, 2d y 7u en 
que lo henos descompuesto y sumándolas después; así obtendré 
mos los siguientes productos parciales :

4c X
2d X
7u X

5 =20c
5 =10d
5 — 35u

El producto será, pues, 427 X 5 = 20c 4- lOd 4- 35u; mas 
para escribirlo, tendremos en cuenta los principios fundamen 
tales de la formación decimal de los ordenes de unidades y 
diremos : en 35u hay 5u y 3d, las que reunidas a las lOd 
forman 13d, o sea 3d y le, que con las 20c, constituyen 21c, 
que son le y 2 millares; luego se podrí, escribir el producto 
siguiente :

427 X 5-= 20c -t- lOd + 35u = 2m +lc + 3<i 4- 5u =2135

En la práctica la operación se dispone así :

427
i___

2135

En c-ste casa se multiplica cada cifra del ¡nnlti-
L’licando._PQr .la ¿el multiplicador, comenzando por la derecha
S2_ escribía_laa. ..unid: ¿lus_¿e__ cada uno de estos productos par
el- les debajo de la ci fra.-dcl multiplicando Que la .ha produ-
cldo y» reservan 1 c decenas __ al 
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producto parcial siguiente: estas decenas, al hallar el últi- 
ua producto parcial se escriben a la izquierda de la cifra de 
sus unidades,

3er, CASO : Para la multiplicación de dos números compues
tos en general, es preciso considerar antes los casos particu 
lares en que el multiplicador es la unidad seguida de ceros y 
una cifra significativa seguida de ceros.

59. 1ro. -partículaR. regla.- rara MAltlplicar un nw.ro- 
por la unidad seguida de ceros, basta escribir a la derecha - 
del multiplicando los ceros que siguen a la unidad, en el mul
tiplicador.

Así-: 236 X 100 = 23600,

Conforme a los principios de la numeración, las 6 unidades 
del multiplicando aparecen en el producto transformadas en 6 
centenas; las 3 decenas, se han convertido’ en 3 millares,etc. 
luego las partes que f orean el multiplicando se han hecho 100 
veces mayores, o lo que es igual, ese número ha quedado nulti 
plicado por cien.

2do,- PARTIO-1 Ad, REGLA.- Para multiplicar'un número pqt_u 
■£*-  cifra significativa seguida de cerosse multiplica el nú
mero dedo por dicha cifra significativa y a la derecha____¿al 
.producto se escriben .los..¿,cx.Q¿^u£j^sÍ4:uen en el multiplica 
dqr,-

Así : 326 X 300 ==■ (236 X 3) X 100 mz 70800.
Se forma el producto en este caso, efectuando la suma de 

300 sunmados iguales a 236, o lo que es igual, de 100 suman - 
dos iguales a 236 X 3, lo cual justifica la regla.

60. CASO GUr:?AL .- Sea multiplicar 258 X 43.
Se trata de hallar una suma de43 sumandos iguales a 258, 

y de agregarla a la otra suma de 40 sumandos iguales también 
a 258; ambas cosas sabemos hacer por el 2do. caso y por el 
2do. particular.

La operación se dispondrá del nodo siguiente :
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— ax.AájI xVul

258
X___ 43

774 
10320 
11094

61. CONCENTOS DIFERETJTES DE LA MULTIPLICACION.- En abs
tracto, cono el orden de factores no altera el producto, se 
puede tonar el multiplicando por multiplicador; no sucede - 
lo mismo operando con números concretos, pues como entonces 
hay que tener en cuenta su naturaleza, debemos observar que 
el producto, como forrado con el multiplicando, debe ser d_c 
la naturaleza de este.

Así, sabiendo que por 1 peseta se compran 6 metros, si 
se desea saber el número de metros que se comprarán oon 7 
pesetas, el problema será resuelto por una multiplicación , 
en la que el multiplicando será 6 metros (de i¿;ual naturale 
za que el producto), y el multiplicador el número 7.

62. OPERACIONES CON NUMEROS, LTLICITOS DADOS EN FORMA DE 
PRODUCTO.-

CASOS.- 1ro. Multiplicación de un producto por un núme
ro y viceversa.

2do. Multiplicación de dos productos.
ler. CASO.- Sea el producto 5 . 4 .*3»2 que deseamos- 

multiplicarlo por 8; la operación se indica así :

(5 . 4 . 3 . 2) . 8

Y para efectuarla basta formar con el producto y el número 
un solo producto (suprimir el paréntesis).

Por lo tanto : (5 . 4 . 3 • 2) . 8—5 • 4 .3 *2 .8.
En virtud de la propiedad asociativa, puede asociarse el 

8 a cualquiera de los factores del producto y tendremos:

(5 . 4 . 3 .2) .8 = 5 . 4 .3 .2 .8 = 5 * 4. 24. 2

Lo cual nos dice que, para multiplicar un producto por 
un número o un numero ñor un producto, basta multiplicar u- 
no cualquiera de los factores por el número.
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2do«CA30,- Si queremos multiplicar el producto 5.4. 3. 2- 
por el 7 . 2 . 8, se indica la operación así :

(5 . 4 . 3 . 2) . (7 . 2 . 8)

Para efectuarla, se forma con ambos productos uno solo(sc 
suprimen los paréntesis).

Se justifica esta regla con las siguientes igualdades^ en 
las que Jl. representa el valor del producto : 5. 4< 3. 2«

(5 .4 . 3 . 2) (7.2. 8)==A.(7 .2.8.)
— A . 7 . 2 . 8 = 5 • 4 . 3 . 2 .7 . 2. 8

. Como aplicación de todo lo dicho, se puede justificar con 
gran facilidad la regla de la multiplicación do dos núneros- 
terminíüdos en ceros«

Jean los números 3000 y 200; tendremos las siguientes i 
maldades :

3000 X 200= 8. 1000 X 2. LOO-(8,2) (100000) = 1600000
•

Lo cual nos dice que para multiplicar dos números termina 
dos en ceros, 3e prescinde de éstos; se multiplican los núnc 
ros que resulten y a este producto se agregan los ceros de 
ambos factores. ■

1. ¿uc número c5 necesario sumar a 45 3¿7 para hacerle — 
1)000 veces mayor ?

2. Hallar el producto de 3563 por 999 y por ly001 sin 
efectuar directamente la multiplicación.

3« Hallar los segundos de arco que tiene el arco de 57''17’
45M.

4. Cuál es la variación de un producto ce dos factores — 
cuando se aunante o disminuye uno de ellos en un determinado 
nèutro natural ?

► 5. Cuánto aument erò el área de un rectángulo cuy¿. base
metros y cuya altura es * b metros, si la primera aumenta en 
2 metros y la segunda en .10 metros ? •
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63. Cuando todos lot» factores de un producto son iguales,

Base de 1.a Potencio- o? el f-ctor que la produce.
Gratdo le- una potencia e3 el número de...factores del _D_roduc. 

to *
64. Las potencias se escriben colocando encima y a la de- 

rcciia de la base un nurerito que indica el grado, y que se 
llana

Así : 5 . 5 . 5 — 5\
Las potencias se clasifican por su grado y se llaman de se 

gundo, tercero, etc., grado. Las de segunde y tercer grado se 
liaran cuadrado y cubo respectivamente.

65*  Se conviene en que la potencia de exponento cero’ es i. 
gual a la unidad y la de primer grado es igual a l¿u base.

Así : a° = 1, a' ~ <1 .
Las potencias de la unidad son iguales a la unidad.
Las potencias de diez son iguales a la unidad seguida de 

tantos ceros como unidades tiene el exnonente.
Así : 101 = 10, 102 — 100, 10*  = 1000.
Un número escrito en el sistema decimal puede transformar- • 

se en una suma de la manera siguiente :
Sea el número 256?. Este número es la expresión- sumatoria- 

de 7 unidades, 6 decenas (6 veces 10;, > centenas (5 veces- 
100), y 2 millares (2 veces mil ), y oor tanto,

2567 - 2 . 10*  r 5 . 10z-ó . 10’17 . 10°

66. ¿a_pptcnciACión es un^ •opc^ción. uniforme; es decir, 
que si se elevan a una misma potencia los dos miembros de una 
igualdad, el resultado seró. otra igualdad.

Así de la igualdad a = b resulta esta otra a*  — b’ .
Si se elevan a una misma potencia los dos níerbros de una

í¿JL re&ultado es una desigualdad del mismo, .simo

Así de la desigualdad a > b resulta esta otra : a5 > b3 
Es evidente que la ou3c y el exponente de una potencia nc



son permutables. Cuando se permutan, la potencia cambia, en 
general, de valor. La potenciación no es, pues, una opera - 
ción conmutativa, como vimos que lo eran las otras dos opera
ciones directas, adición y multiplicación.

67.
MAS EM 2ÜX LMTiayLW®. POTENCIAS. 

Distinguiremos varios casos :

1. Potencie de una_ si^s_T_de una dife_rencia..
2. LaLeacia de. un^pxpdugto.
3. i roauct-o de potencias, de igual bns£.
4• Iroducto, de potencias ¿c igual exponente.
5. Elevación dé_un_número a dos potencias sucesivas.

ler. CASO.- Potencia de una suma. Si formamos las poten - 
* cias (a4b)\: (a+ b). (atb); (a+b)^=x (a + b)x. (a ib), etcé

tera, observáronos una regularidad en la formación de los ter 
minos del resultado, que nos descubrirá una ley; pura noso — 

. tros no tiene hoy ii portencía más que el cuadrado y cubo de - 
la suma y de la diferencia, que se obtiene del modo siguiente:

CUADRALO DE a 4-b.

(a 4- b)7 — (a4 b) . (a -4- b) =
(a+ b) < a +- (a 4- b). b — a¿-4-’ ab 4- ab ■+■ br= a*  4- 2ab 4- b

En esta serie de igualdades, se hace aplicación de la defi 
nición de potencia, de la multiplicación de dos simias indica
das, de la multiplicación do una sumí. por un número, y por úl 
timo se asocian .ab y ab, que dan por suma 2ab.

68.- REGLA. 31 cuadrado de la suma de dos _núnc_rQ^_^Jv.- 
£ual al cuadrado del primero, mós el doble_productQ_¿gl pelas 
£QJX>r el segundo, mis el cuadrada'del segunde.

Q1B0 DE a 4- b.
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(a 4- b;* — (a 4- b)' . (a + b)zr
(az4 2rb 4- f) (a 4 b) (a24 2ab 4- o) . ap 
(a" 4 2ab 4- tr) .b. ~ a? + 25b 4 ab* 4 áb -f- 

2ab* =. a» 4 3¿b 3aé - b*

En esta serie de igualdades, se lia ce aplicación de la dcfini 
cien de potencias, de la multiplicación de una suma por otra 
de la de un producto por un número y por último se asocian 
2ab y áb, que suman 3¿b y también se asocian al? y 2ab.

69# .REGLA £1 cubo de la suma de dos números es igual - 
al cubo del primero, mas el triplo del cuadrado del primero, 
por el segundo, mis el triplo del primero por el cuadrado ael 
segundo, más el cubo del segundo.

En particular si un número N se compone de _d decenas y 
de u unidades, se podrá escribir :

N — d A 10 4- u
y elevando al cuadrado ,

N2 = (d2 .10 4- u>? =: d2. 102 +■ 2d ,10.u 4- i?

70. Se compone, pues, dicho cu, drado, de tres partes: 
dr ado de decenas, doble pioducto dey 
cuadrado de unidades.

Si la misma igualdad se eleva al cuto, se tendrá :

N-*- (d ,10-»-u)’= d?. 10s4 3dí. 10’u-3.d . 10 . ufc + u*

71. Se compone, pues, dicho cubo, de cuatro partes : cubo 
de decenas, triplo del cuadrado de 1 ~s decenas J22X___ las
unidades, triplo de las decenas por el cuadrado de las_.uaid¿. 
dea. y. subo-de. unidades o

El cuadrado y el cubo de una diferencia se obtienen del 
mismo nodo y se llega a los siguientes resultados :

(a — b)a a4 - 2ab b*
(a— b)? - a? _3ab + 3ab* — V
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2do. CASO.- Potencia de un producto.- Si se desea elevar
ci producto 3 • 5.4 . 2 a la torcera potencia, por ejemplo 
se podrá escribir :

(2.5.4. 2/= (3 . 5,. 4 . 2) X (3.5.4.C). (3.5.4.2)
3.5.4.2.3.5.4.2.3.5.4.2 = y . 53. 4P 2*

En esta serie de igualdades hemos hecho uso de la defini - 
ción de potencias, de la multiplicación de productos y de la 
asociación de factores.

R3GI.A. - Para elevar un producto a una potencia se elevan- 
potencia cada uno de los-factores,,

73. 3c r. C.;30. - Producto de potencias de irüal base.
Si quereres multiplicar 5* por 5^, podremos escribir :

5* X 5*= 5.5.5.5.5.5.5.= 57 = 5*+*

Para obtener este resultado hemos hecho uso de la defini - 
ción de potenc ias•

REGLA El producto de dos o de varias potencias, de-----upa
misma base es o trG_ potencia de la.misma base, cuyo exnon ónic
es la sCT.de los exponentes. z

74. Ato. CASO.- Elevación de un número a dos potencias,su
cos i vas.

Si quereos elevar el numero 5^ a la potencia 3, P odr eraos - 
escribir :

(5^ )3 = 5^ . 5^. 5^. —_5i/|'v> 5wX*

REGLA.- Para clcv¿r un número a dos potencias jsuccs^as,se 
multiplican los exponentos, dejando la misma bas_e»

5to. C/ 30 .- Producto de potencias, de. i^cal j.)XPQQ^Qtc.
Sea el producto abe, podemos escribir :

sCT.de


Llegamos a este resultado, multiplicando miento ro a miembro 
las anteriores igualdades, asociando convenientemente los 
factores en el segundo y aplicando después la definición - 
de potencia.

(a . b . c/- a*, b* . c"

Esta igualdad nos demuestra nuevamente la rcgla para elevar 
un producto a una potencia .

OBSERVACION.- En la aplicación de esta regla nada inpor 
ta que los factores del producto estén elevados a potencias

•• Así : (?. 42. 7^= (55)“. (42F. (7^=5'2 4* .72^

ejercicios

1. Comprobar que escribir un número en un s itema decimal 
es considerarlo como suma de potencias de la base del sis te 
ma.-

2. Comprobar que el producto de la suma de dos números - 
por su diferencia es igual a la diferencia de sus cuadrados

3. Demostrar que el cuadrado de un número natural no pue 
de terminar en 2, 3>f 7 y 3.

4. Justificar que el producto 286? X 35* termina en 0
5. Una noria saca en cada hora tantos litros de agua co

no horas ha trabajado. Cuántos litros ha sacado en 29 ho
ras ? Y en x horas ? .
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CAPITULO___ JL

DIII2IQU

75.-  3e llama múltiplo de un número el producto de éste por 
otro cualquiera.- Se obtendrán, pues, todqs los múltiplos de 
un número, multiplicándole separadamente pór los de la serie 
natural; los múltiplos de un número constituyen por consiguien 
te, como los de la serie natural, una sucesión indefinida; se 
considera el cero múltiplo de todos los números.

La serie de los múltiplos de 5 será :

(c^l), etc. o sea 0, a, 2a, 3a, 4P-....c.. a, (c -j-1) a ....

5 X 0, 5 X 1, 5X2, 5 X 3, 5 X .4 etc

o sea 0 5 10' 15 . 20 .etc.

La serie de los múltiplos de .a será :

a X 0, a X 1, a X 2, a -X 3, a X •
4 * ✓ • ?

4, «..a X.c, a X

Si tenemos un número D y otro _d, y formamos la serie de los 
múltiplos de d. se podrá escribir :

C, d, 2d, 3d .... cd, (c 4-1) d .... (1)

El número D puede ser igual a uno de los de la serie (1) —
a _c . d, por ejemplo, y se podrá escribir :

D d . c

esta igualdad nos dice que d está contenido en j), c. veces.
Si el número D no es igual a uno de la serie ( 1), necesaria 

mente estará comprendido entre dos de ella, por ejemplo, entre 
cd y (c 4-1) d y se podrá escribir :

cd <2 D < (c + 1) d



será, pues, D = cd t- r (1) siendo r d (2).

76. LLanando a los números g y .¿L, dividendo y divisor
a & y r cociente y resto, definiremos laceración 
de la división diciendo que tiene por objeto, dados. Ipsjiu 
^rqs_^_^ _ d, hallar_otros a^s^__c__y r, _ tales^ ,oue_
yerifiouen _ías relaciones _ (1) y__ (2) : estos dos núme
ros se llaman cociente entero y resto entero.

Se ve claramente que el cociente expresa el número de 
veces que el dividendo contiene al divisor.

77. El .resto__ r__puede ser cero y entonces la división-
se llora exacto..

De la relación D = d.c se deduce que en este caso c 
cociente, es precisamente el número que, multiplicado por 
d (divisor), nos reproduce el dividendo D.

73.3e puede, pues, en este caso, definir la división co 
mo operación inversa de la multiplicación : dados un pro
ducto de dos factores D y uno de ellos d, hallar el o- 
tro c.

De la igualdad D — d . c 4- r se deduce que r-D — de
79. Es, pues, el resto la diferencia entre el dividendo 

y el producto del divisor por el cociente entero.

Si multiplicamos el divisor por 10, lo cual se consigue 
agregándole un cero, habremos formado un número igual a 
diez veces el divisor; si este número es mayor que el di
videndo, se puede asegurar que el dividendo contiene al di 
visor menos de diez veces, o lo que es lo mismo, que el co 
ciente entero tendrá una sola cifra, pero si el número for 
mado agregando al divisor un cero es menor que el dividen
do, el cociente entero tendrá varias cifras.

El cociente de los números 456 y 73 tendrá una sola ci 
fra, porque 730 456, lo cual quiere decir que 456 con
tiene al 73 menos de 10 veces.

Para hallar el cociente entero, bastará restar del divi 
dendo y de los restos sucesivos todas las veces que sea po 
sible el divisor; contando el número de substracciones e
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fectuadas tendremos el cociente entero, y el resto correspon 
diente a la última substracción será el resto de la división

La operación se indica con el signo : que se lee dividido 
por, colocado entre el dividendo y el divisor.

Así : 35 • 8 quiere decir que debemos averiguar las
veces que 35 contiene a 8.

La operación se dispondrá así :

35
— B

27
-8

19
-8

11
-8

3

y venes que el cociente entero es 4 y el resto 3, y ce puedo 
escribir : 35 = 8 . 4 + 3»

Este orocediniento es penoso cuando el dividendo es gran
de y el divisor pequeño; por eso es indispensable modificar-

divisor de vrriasj 4to. caso %

y p. ra ello distinguiremos varios casos•

80. CASOS DE LA DIVISION :
divisor de una íler. caso

Cociente ae una cifra i
(2do<divisor de varias caso

cociente de varias cifras divisor do una j 3er<, caso

lcr. CASO.- Que el divisor y el. cociente, .ex-"-
fra. Sea, por ejemplo, hallar el cociente de los números 38 
y 5, que sabemos consta de una sola cifra.

En la tabla de multiplicar, tenemos los múltiplos de 5 un 
la columna que encabeza ese número; el mayor de ellos conte
nido en 38 es el 35> o sea el 5 X 7, lo cual nos dice que el 

* cociente entero será 7, y el resto la diferencia entre 38 y 
35, o sea 3.
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2do. CASO. - Que el divisor tenga varias cifras y el cocí en 
te una.

Sea, por ejemplo : 4556 : 852.
El cociente da estos números tiene una cifra, toda vez- 

que 8520 > 4556.
Para determinar ost< cifra se practica la siguiente regla 

que justificaremos :
81. REGLA . Para hallar el cociente dc_dos números cuando- 

el divisor tiene varias cifras y el cociente una sola, se di 
vide por la cifra de orden más elevado del divisor el número- 
de uniaades del mismo orden del dividendo; el cociente obteni
do puede ser mayor que el que se busca; para comprobarlo se - 
multiplica por el divisor y si este producto _se_puede_ restar
del dividendo, dicho cociente es el cae se buscaba.

Puesto que la primera cifra del divisor en nuestro ejemplo 
es 8 y representa centenas/ dividiremos por 8 el número 45, 
que es el de centenas del dividendo; el cociente de esta di vi 
sión es 5 y esta cifra u otra menor, será la que se busca; pe 
ro ceno el producto 852 X 5 ~ k2f>0 es menor que el dividen
do 4556, la cifra 5 será el cociente.

En la práctica se efectúa la multiplicación y la substrac
ción a un tiempo y se dispone la operación del modo siguiente

4556 | 852
296 5

y se dice : 5 por 2 son 10, al ló van 6; 5 por 5 son 25 y 1 
son 26, a 35 van 9 ; 8 por 5 son 40 y 3 son 43, ol 45 van 2.

En el ejemplo propuesto se sabe que el cociente es menor - 
que 10; la cifra que lo representa debe ser tal, que multipli 
cando por ella las centenas del divisor, resulte un número - 
de centenas contenido en las 45 centenas del dividendo, en 
las cueles podrá haber otras centenas que provengan de multi
plicar las decenas y unidades del divisor por la cifra del co 
ciento; resulta, pues, que si representamos por c el cocien 
te, _

8. c < 45
• • • 1

y por lo tonto, dividiendo por 8 los dos miembros,
c? 45 : 8



DIVISION DE NUMEROS NATURALES 47

82.- TaNTEO DE LA CIFRA. En lugar de empezar la multipli
cación y substracción por las unidades de orden inferior, se 
acostumbra en la práctica- a Comenzar por las de orden supe — 
rior. 3i procediendo de este modo se halla un resto igual o 
mayor que la cifra que se comprueba, puede desde luego asegu
rarse que es la verdadera; si alguna substracción parcial no 
puede verificarse, la cifra debe desecharse por ser grande.

Otro ejemplo :
4156 | 864

700 4
Diremos : 41 dividido por 8, a 5; esta cifra es la que se 

busca o grande; so tantea del modo siguiente : 8 centenas por 
5 son 46 centenas, a 41 centenas va una centena que con las 
5 Üecenaft forman 15 decenas; 6 decenas por 5 son 30 decenas", 
que no pueden restarse de las 15 decenas faltando por lo menos 
1 decena, y teniendo aún que restar el producto de 4 unidades 
por 55, se ve que el dividendo no contiene 5 veces al divisor- 
para ver si le contiene 4 veces, diremos : 8 centenas por 4 
son 32 centenas, a 41 centenas van 9 centenas; como este res
to 9 os superior a 4, que es la cifra que estamos como robando, 
esta cifra será buena. En efecto, verificada la primera.subs
tracción, qieda por restar afín el producto del cociente por el 
número formado por las cifras de decenas y unidades del di vi - 
sor; como este número no llega a 1 centena, nos quedan por res 
tar menos de 4 centenas, y cono sólo de la substracción ante - 
rior nos han quedado 9 centenas, la substracción total Os posi 
ble, o, lo que es lo mismo, la cifra 4 es la que se busca.

3er. CASO .- Se resuelve aplicando la regla del siguiente :
Ca30 G&ERAL.- Que el divisor y el cociente tengan varias - 

cifras.
Supongamos que se quiero efectuar la división siguiente :

348459 : 456

La operación se practica con arreglo a la siguiente regla - 
que luego justificaremos :
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cifras nocesarias gara formar un número mayor que el divisor 
y menor que diez veces el divisor ( en nuestro ejemplo (3484) 
este número se ll¿ma , rimar dividendo parcial (el orden deci
mal de su última cifra es el mismo que el de la primera cifra 
del cociente; en nuestro ejemplo centenas; lo cual nos dice - 
que el cociente que se busca tiene tres cifras) ; el primer - 
dividendo parcial se divide por el divisor _(2docasóla a la 
derecha del r.stc so escribe la cifra siguiente del_ dividendo 
y se tendrá el segundo dividendo parcial, que se divide por 
el divisor y se tiene la segunda cifra del cociente, y así se 
continúa hasta agotar las cifras del dividendo : el último — 
resto obtenido será el resto de. la división«

La operación se dispone del modo siguiente :

3484 ‘59 I 456
292 5*9  764
18 99 

C 75

En efecto : llamado D al dividendo, se podrá escribir la 
siguiente limitación :

A5ó . 100 < D < ( 456 . 10 ). 100

Si llamamos C al número de centenas del dividendo, se po 
drá escribir esta otra :

456 < C 456 . 10

El número de centenas del dividendo no es inferior al divi 
sor, pero si es menor que diez veces el divisor. Esto nos di
ce que si de la izquierda del dividendo se separan cifras bas 
tantes para formar un número comprendido entre el divisor y 
diez veces el divisor, el orden correspondiente a la última 
cifra separada será centenas, y como el dividendo completo es 
un número comprendido entre cien y mil veces el divisor, el 
número de cifras del cociente será tres y su primera cifra -
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representará centenas.
El producto del divisor por las centenas del cociente es 

un número exacto de centenas, que deberá hallarse contenido - 
en las centenas del dividendo, lo cual justifica la regla, ya 
que el dividendo propuesto contendrá al divisor 700 veces y 
el resto será 29259; este resto contendrá al divisor 60 veces 
y el resto será 1899; este resto contendrá al divisor 4 veces 
y-el resto será 75; en resumen; el cociente será un número — 
conpuesto de 7 centenas, 6 decenas y 4 unidades y el resto de 
la división será 75*

84. PRUEBA. Se multiplica el divisor por el cociente y se 
agrega el resto cuando la división es inexacta; esta suma de
be ser igual al dividendo si la operación está bien hecha.

85 C0PC1FT0S DISTINTOS DE LA DIVISION EXACTA.- Si la divi 
sión es exacta, conservando las notaciones, se podrá escribir

D ~ c . dD ~ d . c y también

como unidades tiene c, la operación de dividir se define : 
Hall.r un número que exprese las veces que el dividendo con -

Cuando se considera el dividendo como igual a tontos. co
cientes como unidades tiene, el_di vi sor _d, la operación de di
vidir se define : Repartir el dividendo en tontas partes i/rqa 
les ol cociente cono unidades, tiene el divinar : a este según 
do concepto debe esta operación su nombre.

En abstracto, como el orcen de factores no altera el pro - 
ducto, del mismo modo se resuelve el problema de hallar el 
multiplicador (primer concepto) que el multiplicando (segundo 
concepto), pero en concreto, unos y otros probleraas son bien- 
distintos.

1ro. Si sabemos que en 1 hora arroja una ñientc 6 litros,y 
se busca el tiempo necesario p ra llenar un recipiente de 42 
litros, diremos que el número de horas es el de veces que 42 
litros contiene a 6 litros; siendo 7> la capacidad del reci -
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píente será igual a 7 veces 6 litros, y so habrá buscado el 
multiplicador.

2do. Si queremos averiguar la cantidad que corresponde a 
cada socio, siendo su número 5 y la cantidad a repartir en 
partes iguales 120 pesetas, diremos que 120 pesetas debe ser 
igual a 5 veces el cociente; es decir, que se busca el multi 
pilcando»

86 LEYES F0RMAIE3 DE LA DIVISION. La división exacta es 
una operación uniforme» distributiva, monótona. o invariante.

I. La división es una operación uniforme : Esta ley nos 
dice, quv si so dividen ¿¿entro a miembro dos igualdades — 
siendo exactas las divisionesx los resultados són iguales•

-• n _  K
* De se tendrá a : c=.b : d, Si esto no fúa*
s c ~ d
rb cierto resultaría una desigualdad de multiplicar esa ex - 
presión por c - d, y como resulta a — b, la propiedad — 
queda evidene iada.

«e
II. La división es distributiva con relación a 1?. adición

y substracción : Si quereros dividir la suma de varios múl
tiplos de un número por éste, so podré dividir por 61 cada- 
uno do los sumandos. Así : ( 274-124-9) : 3 — (27 : 3) 4-
/ (12 : 3) (9 : 3)~ 9 4- 4 4-3- Este número será el

/ cociente, toda vez que multiplicado por el divisor 3, repro 
duce el dividendo.

Igual se demuestra que para dividir una diferencia, cuyo 
minuendo y substraendo son múltiplos de un número, por dicho 
número, se divide el minuendo y el substraendo por el número 
y se restan los cocientes.

III. La división es una op ración monótona : Si se divi
den «raembro a mivmbro una dcsigu-.ld^d por una igualdad, los 
cocientes forman una desigualdad del mismo sentido.

. a bAsí de se deduce a : c b : d, pues sólo
c r d

así al multiplicar los dos miembros del resultado por los de
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1?. igualdad c — d, puedo resultar a ^*-b.

Si so dividen .miembro a miembro una igualdad por una des- 
Lgualdod, resulta una desigualdad de sentido contrario a la- 
del divisor*

70 = 70
Así de 7 >>. 2 SG deduce 70 : 7 <^70 : 2, o sea

10 < 35. Si se dividen miembro a niembro dos desigualó?. -
des de sentidos contrarios, los cocientes forran un?, desigual 
dad del mismo _s c¿lt iqo_ que la del dividundo*

Así de * se deduce (a : b) (af : b’).
b <br

En efecto : Si dividimos ordenadamente las expresiones - 
a a* a1 — a*
, , se obtiene a : b >. a1 : b si se dividen
b — b b b»
se tiene a’ : b >. a1 : b*, luego *a : b con mayor

razón, será mayor que a’ : b’.

La división goza de la propiedad invariante ♦ Quiero esto 
decir que si se multiplican el dividendo y el divisor por un 
mismo número, siempre en el supuesto do $_er exactas Las divi 
siones, el cociente no varía«

En efecto : Si a : b -=• c, se deduce que a cebe y multi
plicando ambos miembros por el número n> tendremos :

a , n — (b . n) . c, y por tanto (a . n) : (b ♦ n) — c

87. En algunas aplicaciones de la Aritmética, conviene con 
siderar el número que resulta de aumentar una unidad al co
ciente; si a éste se le representa, por c , el número de 
que se habla seré designado por c +~ 1; a uno se le llama qq 
cíente por defecto y al otro por exceso«

Se sabe que el dividendo en la división inexacta esta con 
prendido entre dos múltiplos del divisor y se podrá escribir:
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d . c D < d (c -4- 1)

de esta limitación resultan evidentemente estas iginldades

D = - d « c 4- r r < d
D zz d (c 4- 1) — r’ r’< d

Los números r y r’ se llaman, respectivamente,res 
tos aditivo y substractivo y su suma, es ir.ual al divisor

En efecto : de las igualdades anteriores se deduce esta 
otra :

d . c ■+ r = d. ( c -f 1) — r'

o sea
d . c + r = de 4- d — r'

y restando de los dos miembros d. c . resulta :

r = d — rr o r 4 r1 — d

88. DIVISION DE NUMEROS mLICITOS EN CASOS imiCULA- 
RES, SIENDO DADOS EN DIFERENTES FORIÍAS.

1ro. Dividir una suma por un número, cuando todos los 
sumandos son múltiplos del divisor.

2do. Dividir uno, diferencia por un número, cuando el mi 
nuendo y el substraendo, spn. .múltip.l&s._d£l_bivisor•

3ro. Dividir un producto por uno de sus factores y fr-Q 
bién por un divisor exacto de uno de sus factores.

4to. Divi¿ixaULll*L?.arQ-.pP.r_un._PJLQOUP±0.
5to. Dividir dos productos cuando todos los factores — 

del divisor. ÍQJSlGa,J)Lr.te. .¿Ql.^ij/ldeado.
61o. .Dividir dos potencias __dn_la_JHLS.UE._bQuejido.__el

exponento del dividendo esmor que el .del divisor»
7no. Dividj^_dos_^tuDQi^ __ cuando, la base -

d.el dividendo es múltiplo de la base del divisor.

ler. CAJO. - Dividir una suma indicada, de sumandos mui 
tiplos del divisor.

Sea el di.^¿d ■vo li suma 8 4. 6 4-12 y el divisor 2; 
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para hollar el cociente se dividen cada uno de los sumando s- 
por el divisor y se suman los cocientes obtenidos.

Así : (8 + 6 + 12) : 2 = 4 + 3 + 6.

Esta suma multiplicada por el divisor nos reproduce el di. 
videndo•

2do\ CASO.- Dividir una diferencia de turrónos múltiplos - 
del divisor,- oca el dividendo, la diferencia 33 " 15 y el 
divisor 3 5 se dividirán el minuendo y el substraendo por 
el divisor y se restarán los cocientes. ’ •

..sí : (33 - 15) : 3 - 11 - 5.

•. 3er, CASO,- Dividir un producto por uno~ de sus factores.- 
Sea el dividendo 5 . 3»6 y el divisor 3.

Se podrá escribir : ( 5 . 3 • ó) : 3 - 5 * 6. luego : 
Para dividir un producto por uno de sus factores basta supri 
nir dicho factor.

Si queremos dividir 15 • 20 . 11 por 10, diremos :

(15 . 20 . 11) : 10= (15 . 2 . 10. ll):10=15. 2. 11

luego : Para dividir un producto por un divisor_.cxacto de u- 
no de sus factores, basta dividir ese factor por •-fil-.divi -

4to. CASO : Dividir un número por un producto.
REGLA.- Para dividir un numero por un producto, so divide- 

este número y los cocientes sucesivos por cada uno de los- 
factores.

Supongamos que la división sea exacta; por ejemplo :

350 : (2 . 5 . 7) - 5
se tendrá :

350 = 2 . 5 • 7 . 5

y si dividimos los dos miembros de esta igualdad por 2 y los 
dos de la que resulte por 5 y los dos de la que resulte por 
7, se podrá escribir :

C( 1.350 : 2) : 5] : 7 = 5-
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En el caso de no ser exacta la división se halla por la 
misma regla el cociente entero.

5to. CASO.- Dividir dos p reduelas,suendo todos los fasta 
res del divisor forman parte del dividendo.

REGLA.- Se suprimen en el dividendo todos los factores - 
del divisor • Así : (a X b X c X d) : (b X d) = a . c.

6to. CmSO.- Dividir dos potencias de igual base. 
Sea por ejemplo :

LQ_cu^_nps dice que para efectuar esa divisióri^se^res- 
tan los exr^nenteg ..conservand-Q iG-.trsu.

Si el exponente del dividendo es igual al exponento del 
divisor y se aplica la regla, resulta un número con exponen 
te cerc, y como el dividendo y el divisor son, en este caso 
iguales, se ve que todo número con exponente cero os igual 
a la unidad; así : aP - 1.

7mo. CASO.- Dividir dos potencias semejítntes^^cuando__la
base dol dividendo es mú 1 tipio de la base del divisor. 

Sea, por ejemplo : 8^ : 4? -(3 : 4)*  - 2.

porque 4^ X 2^- (4 X 2)^- 8^•

Luego, para dividir en este caso do3 potencias, de—igual 
exponento. se dividen l<as bases, dejando el mismo oponente,

EJERCICIOS

1. Convertir 206265 segundos de arco en grados, minutos- 
y segundos.

2. El área de un triángulo es 1365 y la base es 17 5m. 
Hallar la altura.

3. - Que tiempo empleará un auto en recorrer 4755 kilóme 
tros a una velocidad de 45 km. por hora ?
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4. Un solar de 5^1 m. ha costado RD$1,7O9.4S. Hallar el 
valor do un m.

5. Si los números 3457 y 15 son, respectivamente, el di 
videndo y el cociente de una división, Qué número puede ser 
el divisor y el resto ? (varias soluciones).

6. La suma de dos números es 157; el cociente y resto de 
su división son, respectivamente, 7 y 13. Cuáles son esos 
números ?

7 Dos trenos salen a la misma hora y en el mismo sentido 
de dos estaciones que distan 30 kilómetros, con velocidades- 
de 65 y 60 kilómetros, respectivamente. Cuánto tiempo tarda
rán en encontrarse ?

8. 2n toda división el rosto es nencr que la mitad del - 
dividendo.

9. En 1940 las inversiones en la Industria del Azúcar - 
so elevaban en la República Dominicana a ¿61,040,625.- de 
los cuales >5,022,071 •-> eran del capital Dominicano. Cuántas 
veces superaba a este último el extranjero ?.
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CAPITULO I.

DIVISIBILIDAD

39. Si formamos los múltiplos de 
jemplo, se podrán ordenar en serie

un núnuro, del 4 por e- 
y tendremos :

4 • 0; 4 • 1; 4 • 2; 4 . 3 ••♦4*ni;  4# (m + 1)..

Un número N cualquiera, puede ser igual n uno de esa se
rie, por ejemplo, N - 4n; a-. aloe entcnacs a¿.o N es múlti - 
pío de 4 o Que N es divisible por a y v?- Lea que 4 es di
visor de N»

Fucde ocurrir que el número N se halle comprendido entre 
dos de la serie, por ejemplo : 4 . m < N < 4 . (e + l),lo 
cual prueba que N = fci 4 r, siendo r<4¡ en este caso el 
número N no es divisible por 4; el resto de la división de 
N por 4 es jz.

Para indicar un múltiplo cualquiera de un número se escri 
birá este número con un punto encima : así m*  se loe múlti
plo de m.

90. TEORjKA^- Si un número esáívispr.de. otros dos„es áj. • 1 
visor de su, suma y trmbicn lo es do su diferencia»

Sean los números a y b. múltiplos de 7, se tendrá :

(1) a = 7 X nU
b = 7 X ml> sumando tendremos :

r

a 4- b - 7 (m + m’), lo cual prueba que la suma a 4- b es 
múltiplo de 7, o lo que es igual, que 7 es un divisor 
a 4- b. Si restamos las igualdades (1*>  miembro a*  miembro, 
obtendrá la. a *b  • 7 lo euAl prueba que
número 7 también es divise**  de la diferencia a-b.

es%25c3%25a1%25c3%25advispr.de


DIVISIBILIDAD 57

COROLARIO• 3 i un núm-jro divido a otro, también surf divi— 
sor de sus múltiplos, El número 7 que divide a b, tendré, que 
dividir a b , m, que os la suma b+b-4- b + b.................. b.

21^. TEORiJíA : El cociente de dividir, lea 3uma de dos nú
meros A y B por m, se obtiene dividiendo A por ne abro
gando ul resto de esta división £1 sumando B y dividiendo es
ta suma por m; la suma do los cocientes de arabas divisio - 
nos seré el cociente podido y el segundo resto seré el de la 
división do 1?. swx por m.

En efecto, dividamos A por m y llamemos qj al cocien
te y r al resto; dividamos la suma r( + B por m, y llame-

. nos qt al cociente y r2 al resto; podremos escribir las 
siguientes igualdades :

. A - ' mq. 4- r;

* ’ . .. E + B = nqx + ri

sumando miembro a miembro resultará :
e

A + x; 4- B - mqf 4- mq¿ 4 n + r-

suprimiendo el sumando x; de embos miembros y sacando el se - 
gundo, m factor común, tendremos :

A + B “ m(q, 4- + rz

lo cual prueba lo que se quería demostrar, toda vez que
OBSERVACION. Si dividimos los números 1 = 10° 10*, 10j

* . 10*........... por m y llamamos a los restos obtenidos ■= 1 ;
r¡ , rx , r3......... ; multiplicamos estos números respcctivamen

* te por las cifras u, d, c......... ( unidades, decenas, cen
tonas, ote, ), de un numero N, se habrá formado así el núme

i ro siguiente :
u 4- d. r, 4- cr2 + ......•. ••

Ir-»
92TEOR&IA GENisRAL.- Para que el número N sea divisiblc- 

por m se necesita y eslsuficient^.o:^ ribero
’ ■ u4’d<r|4-0en>4--re^w.<
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formado como se ha explic do, sea divisible por m»
Conservando las not ciónos anteriores, se pueden escribir 

las igualdades sifu lentes :

1 z m 4 1
10 = fn -v i;
10 - m ♦ r2

multiplicando la primera por ij., la secunda por d¿ la terce
ra poi*  c y así sucosiv: mente, so tendrá :

u = m + u
d.10 = m + d,rt
c.lC?’ - m + c.r2

Sumando estas igualdades miembro a miembro, resultará :

u 4- d.10 +■ c.10*+ .........= N x m •+ íu 4 d^ crx .

El resto que se obtiene al dividir esta suma por m es el 
que resulta de dividir el segundo sumando, toda vez que el 
primero es divisible por m, y por lo tanto el número K será 
divisible por m si (u +■ drf + cij 4. ........... ) lo es.

REGIAS DE DIVISIBILIDAD ¿CR 2, 3. 4, 5, o> 7, A 9» 7 11

Dividiremos las potencias sucesivas do 10, 10° =1, 10,
10*  por 2, 3, 4, etc., y obtendremos los restos particula
res que hemos llamado 1, r¡ , ra, r5, .........

Por ejemplo :

1 000 ... 1 3____
10 33...

10
1

Se ve que en este caso, r. x r5 x rr .... = 1, y Ir. condji 
cion de divisibilidad quedará reducida a la forma

( u 4 d 4 c ....)= m
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so que la son?, de los valores absolutos de sus cifras sea di 
visible por 3. Así el número 351 es divisible por 3 y 36*2 
no lo es y el resto de su división por 3 os 2.

Luego : Para que un número sea divisible por 3,os prcci

El siguiuitc cuadro contiene los restos de las potencias- 
sucesivas do 10 (excepto el de l(j*  - 1, que es siempre 1), 
por los números 2, 3, A, 5, 6, 7 y 11 sirve para hallar las 
reglas de divisibilidad por estos números.

m r¿
r ■ '

r4
i—- 

r<

2 0 0 0 • • • • • • •

1 1 1 • • • • • • • • •

4 2 0 0 • • • • • • • • •

5 0 0 0 • • • • • • • • •

6 4 4 4 • • • • • • • • •

7 3 2 6 4 5 ¡ • • •

11 10 1— 10 --
i ¡

_____ • • • • • •

PuR EJE-l LO ; Un_número es_di visible por 2 cuando la 
SXfra de sus tinidades lo es; es decir, cuando es coro o ci
fra pt..r.

Un. número es divisible por 7« _cu^do__diyidido_cn_seccio - 
»nes de tres cifras, la suma de los producto^ que se obtie - 
ne_n multiplicando l:.s unidades, decenas y centenas de los 
grupos de lugar par por 6, 4 y 5. resulta un múltiplo de 
7,.-

Sea el número 256142; escribiremos :

. 2 X 1+4 X3+1 X 2 + 6 X 6 + 5 X 4 + 2 X 5 - 82 -
7+ 5
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Luego, el número no es divisible por 7.
Si en lugar de considerar los restos 6, 4 y 5 correspon 

dientes a los órdenes de unidades comprendidas en los gru - 
pos de tres cifras de lugar par, se consideran los cocien
tes por exceso y los restos subatractivos, 1” forma general 
del número N será :

N = m i (u,+ 3dt 4- 2C| - u¿ - 3d¿ - 2cx +

U3 4" 3d2*  4" 2C? — U4. • • • • )

La regla se simplifica en la siguiente forma : I ara que 
un numero sea divisible por 7« _es_ preciso que, dividido en 
seccionas de tres cifras y mu.Uiplicadr^ -estas por 1, 3,2, 
rQSP.vCtiv^m^nte, la diferencia entre las sumas de ^sos núme
ros, correspondientes a los,grupos de lugar impar y las__ ite
lugar par sea un múltiplo de 7.

Sea el número 412652 que se desea saber si es divisible 
por 7-

(2.1 + 5-3 + 6X2) - (2.1 + 1.3 + 4.2) = 29-13 =

16 = 7+2

Luego el número deja de resto 2 al dividirlo por 7.

EJERCICIOS

1. Averiguar que números divididos por 5 dan de resto 2.
2. Demostrar que cuando un número no es divisible por 3, 

su cuadrado es un múltiplo de 3 aumentado en una unidad.
3. Todas las potencias do 100 son números que divididos 

por 9, 11 o 33 dan el resto 1.
4. Que restos se obtienen al dividir el número 32754072 

por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 3, 9 y 10 ?
5» Probar que la diferencia de los cuadr dos de dos nú

meros, que se diferencian en dos unidades, es un múltiplo 
de 4.
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6. Demostrar que el número n (n*  - 1) es múltiplo de 
2 y 3.

7. La diferencia entr^ dos números formados por tres ci - 
fras consecutivos, invirtiendo su orden de sucesión es 193.

8. La diferencia entre dos números formados por tres ci - 
fras en orden inverso es divisible por 9.

9. Probar que el producto de los números n(n + l)(2n+l) 
es múltiplo de 6.

10. Condición para que el producto de tres mineros consecu 
tivos soa divisible por 24.

CAPITULO II

DIVISORES Y MULTIPLOS DE DOS NUMEROS

I. MAXI?:0 CCLiVN DIVISOR DE DOS NUM.ROS.-

93. divisor de otros .dos_ _se dice que es un di
visor JivigQiai^aún. dpg númerogr
no puedo cxcedejL al menor pe.„ellos siempre un .divi -
sor mayc-r ou^ los Jer./s. esto divisor común se
llama Eitxlmo y se desagna_peí la notación m. c. d.

Si el m- c. d. denúmeros es la unidad, dichos núme
ros 3C llaam primes c:iA:a oí.

94 TEOR’¿A. Todo divisor común del glviaenáQ__X_áel_di-
YÍS2.r> es divisor del resto de la división; será, pues, div^ 
sor común del divisor y del resto. • • -

Llamemos D al dividendo, d .al divisor, c al cocien
te y r al resto; se tendrá :

D - d.c + r

Un divisor n dc_D y ti, por serlo de d lo será de su 
múltiplo _d. _c, y por lo tanto de la difercn’cia.
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RECIi'ROC ¿I£¿NT£ : Todo divisor común del diyiso.r_JCdel - 
resto lo es del dividendo; ser*.» pues» divisor común del 
dividendo. y divisor. .

En efecto, todo divisor de d y r, por serlo de dj lo se 
rá de su múltiplo d_, c, y por lo tanto de Ir. suma jJ.c-b r=£

95. TECRU-A : Civndo el dividendo y el divisor de una d¿ 
visión se multiplican por un mismo número _o_se dividen por 
un factor común de ambos» el cociente ,no v -.ría, y el resto 

factor.
1ro. Se tiene : D = d.c + r r < d.
Multiplicando por un número _n.. los dos miembros de és

tas expresiones, se tendrá :

D. n - (dn).é + m

lo cual prueba que _£. n contiene‘a dn, c. veces, como £' 
a d, pero el resto ya no es r, sino rn.

2do. De las expresiones D.n = (d.n) c + m m<dn?
se deduce dividiendo por n sus dos miembros; estas otras

D - d.c + r r < d,

que prueba la segunda parte del enunciado.

96. TEO.UglA El máximo común div.isor do dos, .números di
visibles uno por otro, es el menor do ellos.

/
Así, m.c.d. (16,8) = 8, porque 8 es divisor común y 

no puede haber otro mayor.

97. TEOEBA. El máximo común divisor de dos números cua 
.lesqqicra, es el mismo que el del menor do ellos y_eLjresto

Sean los números 324 y 72, 
se tendrá : 324 = 72.4 + 36.
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Según lo dicho anteriormente, los números 324 y 72 tienen- 
los mismos divisores coramos que 72 y 36, y por lo tente ci
nismo n. c. ; el de estos dos números, por ser divisibles 
uno por otro es 36; luego 36 es el m . c. d. de 324 y 72

RZGLa•- i ara hallar ul máximo común divisor de dos números 
se divide el ma-or por el menor; si la división es exacta, el 
menor soiú el máximo común divisor; en el caso.centr¿.rio, se- 
vuulve a dividir el divisor por el resto y ¿.sí se continúa pa 
sando los restos sucesivos a sor divisores; el último divisor 
o sea el penúltimo resto será el máximo común divisor.

Ln op ración se dispone ¿.sí :

4 2

324 72 36

36 00

En general, llamando A<y B a los números dados; q, ,’ q¿ 
qt , q^ , ........... a los cocientes de las divisiones succsi—
vas y , rz , r~ .... los restos se pueden escribir :

1 <b <15

B Ti r3

r» r. 0A-

lo cual pone de manifiesto que el m. c. d. (A, B) - r~ toda 
vez que el resto correspondiente al cociente lo suponemos 
igual a cero.

0B3¿E VáC ION.- La operación efectuada contiene un número li 
mitado de divisiones, puesto que 'A > B > r} ...........  
prueba que se debe llegar a un resto cero.

98. TEOREta . - Todo divisor común de dos números és di vi- 
sor de su m. c. d.
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En efecto, refiriéndose al último ejemplo literal,si por 
n designamos un divisor común de A y 3, por (94) n dividí 
r4 a r( ; dividiendo, pues, a B_ y r , sera divisor de rt 
y continuando así justificaremos que n divide a , o señ
al m. c. d. de A y_B.

RESII IQC/J'ISNT£ : Todo divisor del m» c» d. de dos núme
ros.* * es un divisor corroa de éstos.

En efecto : Si en el esquema que representa las opera - 
ciones hechas para hallar el m. c. d. de los números A y B 
se multiplican estos números por otro n, los restos r. r*
• •• aparecerán sucesivamente multiplicados por n ; el m.cd. 
de los productos An y Bn seré, pues, r; n.

Del mismo modo se ve que el m. c. d. de A :n y B : n 
es r : n.

COROLARIO. Si se dividen dos números por su m. c, d.,los 
cocientes que se obtienen son primos prtre sí.

Si m. c. d. ~(A,~B) = D, se tendré

m. c. d. (A:D, B:D) = D:D = 1

100. TEORiiíA. — Si un número es divisor de un producto — 
de dos factores y es primo con uno de ellos, será divisor - 
del otro factor.

Sea el número C divisor del producto A X B; decimos - 
que si C es primo con A, necesariamente será divisor de 
B. En virtud de la hipótesis y del teorema anterior, se- 
podrá escribir :
m. c. d. (A,C) =1 y m. c. d. (A.B, C.B) - 1 X B- B,pues 
to que el número G. divide al producto A.B por hipót'esis- 
y al C.B, será divisor de B, que os el m.c.d, de ellos.

Se deduce del teorema (94, recíproco), puesto que si n 
divide al m. c. d. (A, B) - r5 dividiré a A y B, que 
son múltiplos de q.

99*  TEOREMA. Si dos números se multiplican por un terce
ro o se dividen por un frotor común a ambos, su m. c, d.qu¿ 
daré multiplicado por dicho número o dividido por el factor 
considerado.
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101. Un número puede ser divisible por otros varios;en c- 
se caso dicho número es un múltiplo común de todos ellos.

Un múltiplo común de ve rios números no puede ser inferior- 
al mayor, y por lo tonto existitá siempre un múltiplo común , 
que será el menor de todos; a ese múltiplo se le lVxia míni
mo común múltiplo y se designa por la nctación m. c. m.

102 TEQXQíA. Todo múltiplo_ de _dos números es un_j)rcd.uctQ 
de, cuatro factores^ que son : el máximo común divisar^los-co- 
cientos de dividir esos números por su_ m. c. d. y un factor
indeterminado.

Sean los números A y B; llamemos d. ‘ a ‘su m. c. d., _o.y 
b a los cocientes de dividir A y B pór d; tendremos :

A = d.a, B = d.b.

Si K es un múltiplo común de A y B, se podrá escribir - 
por serlo de A la siguiente igualdad : -

M = A.q = d.a.q. (1)

Como el número M o su igual d. a., q, es múltiplo de B_ 
o do su igual b.a, resulta que d. a. q es divisible por 
d. b; se obtiene el cociente de estos números dividiendo d.aq 
primero por d(90, 4. ) y volviendo r. dividir el cociente — 
a_ q, obten ico por b; esto prueba que el número a.q es divi
sible por Jb, pero como ¿ os primo con a¿ queda probado que- 
b sera divisor de q y se podrá escribir :

q x b.q»

Substituyendo este valor de q en la igualdad (1), ten
dremos :

M = a.b.d.q1

Lo que prueba.el teorema. . <
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Dados los núrx-ros A y B, qucd .n determinados los núme
ros á, a y i>; ol número q* puede recibir los valores de 
la serie natural; luego el m. c. n. corresponderá al menor 
valor de q1 que es 1, y por lo t nto el m. c. m. (ñ, B~)

— a • b • d.

Todo múltiplo de dos números es, pues, múltiplo de su 
m. c* m. - El m. c. m. lo representaremos por m y se 
podrá escribir :

m - a.b_d = A.b - B.a (2)

Luego : El nu.c« m. de dos números se obtiene multipli
cando uno de ellos por el cociente que resulta de dividir - 
el otro por el m. c, d. de rabos•

Todo múltiplo uel mínimo común múltiplo, lo es de los nú 
meros dijdos.

Se deduce, pues, que para formar todos los múltiplos co
munes a dos números, bastará fomar todos los múltiplos — 
del m. c. nu de ellos,.

Puesto que el nu a. d. de 324 y 72 es 36, el mínimo- 
cocún múltiplo de esos números será :

m = 324 X 2 = 72 X 9 - 648

y la serie de los múltiplos comunes a 324 y 72 será :

648 X 1, 648X2, 648 X3....

3i multiplícenos por d los dos miembros de la imaldr.d- 
m = a.b.d, se tendrá m.d = (a,d) b.d) _ A.B. (3)

(¿ue nos dice : El producto del máximo común divisor por 
el mínimo común múltiplo de dos números es irurl al rroduc- 
to _de ellos.

De la igualdad (3), se deducen :
1ro. Si y B son primos, d = I y por t-nto m - A.B.
2do. Si a es divisible por B, d = B y por tanto m = A 

Luego, si_do_g números son .primos entre sí» su.m>c. nu es 1- < 
gaal a su producto y si dos números son divisibles _ „.uno
por otro, el mayor es el n, c. m.
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103- . T¿O5Li:¿, Si dos números se multiplican por otro o 
se dividen por uno de sus factores, el m, c, m, quedaré multi 
pilcado por ese otro o dividido por ese f .ctor.

Si los números A y B. se multiplican por _n, los números 
que resultan Aai y B.n, tienen por m. c. d., d.n, y por tan
to, los cocientes de dividir estos números por d. n. siguen- 
siendo y i; por consiguiente, si m. c. m. (A, B) = A. b ; 
se tendré. :

m. c. n. (A.n, B.n)" A.n .b - (A.b).n

como se cuería probar.

Lo mismo se demuestra l<a otra p.rte del teorema.

.10A, TEOAITA, Si so divide el m. c. m. de dos números — 
por cada uno de ellos, los cocientes que se obtienen son pri- 

-ws entre si .

1 orque si m = A.b _ B.a, vanos que

m ; A _ (.4,b) ; a — b,

y también m: B - (B.a) : B = a. •

Son, pues, estos cocientes los mismos < ue se obtuvieron di 
vidiendo los números por su m. c. d., y por tanto primos en
tre sí.

EJERCICIOS

1. Hallar el n. c. m. do los números 512 y 643; 594 y 
8424, 63532 y 23451.

2. Hallar el m. c. m. de los números y 512 y 48.

3. Búsquonse tros números menores que 10000 y que puedan - 
dividirse sin residuo por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 3 y 9.

4. En una carretera hay postes telegráficos distribuidos 
de 45 en 45 metros. En un punto coincide uno de éstos, con
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un poste kilométrico. A que dist<ancia d© dicho punto vuel
ven a coincidir ?

5. Cuál debe ser la capacidad mínima de un tonel para que 
en él puedan vaciarse sucesivamente, llenándole por completo 
botellas de vino de SO centilitros, 96 centilitros y litro ?

*
6. Dos hermanos, Pedro y Pablo, hacen una visita a su — 

tío cacja .15 y cada 13 días, respectivamente, y se encuen — 
tran el 20 de abril en casa del mismo. Dígase qué dia volve 
rán a encontrarse y cuántas visitas habrá hecho cada uno.

7. Del puerto de Ciudad Trvjillo salen dos vapores; uno
para Puerto Rico y otro a New York; el primero hace los

-viajes cada 3 dias, el segundo cada 11 dias : El lunes 22 de 
Enero de 1951 salieron ambos a la vez. Que día volverán a 
salir juntos en un mismo lunes ?

8. Encontrar dos números sabiendo que su m. c. d. es 18- 
y su m. c. m. 5616.

% Hallar dos números sabiendo que su producto es 5S32C - 
y su m. c. nu. 3240.



capitulo iii

NUMEROS PRI M'O S

I. DEFINICION Y FROFIED..DES

105. Todo número c$_ divisible por si mis -o y por-l^ULÍchdl 
cu endo no admite otros divisores se llanv núme ro_ priw.»

Un número primo, es primo con los demás, excepto con sus — 
múltiplos,

El único divisor común que pueden tener es ese número primo 
y por hipótesis, ese número no es divisor del otro que se con 
sidera.

Un número primo, es primo con tocios los inferiores a _él.
Cuzndo varios números tomados de dos en dos, es decir, cT da 

uno con uno cualquiera de los demis, no tienen más divisor co 
mún que la unidad, se dice que son primos entre sí dos a dos•

106. TEü ¿¿27i.- Todo número .draitc un factor primo.
3i el número es primo, el mismo será el divisor, Si no es - 

primo y le Uaranos N, por no ser primo, admitirá un divisor- 
N’< N; si el número N* .es primo, quedará demostrado el teo
rema, y si no lo es, admitirá un divisor N1 ’ N1; este divi 
sor Nf 1 lo será t: rabien de II múltiplo de N’; si I? 1 es pri
mo, el teorera.. resulta demostrado, y si no lo fuera se conti - 
nuaría hallando divisores N,,f de Nfl, etc.
Esta operación es limitada y no se termina mientras no se en - 
cuentre un divisor primo, luego éste existe siempre.

COROL.-R10.- Dos números a y b___ que no son primos entre-
sí tienen un divisox^ primo co~ ún.

En efecto : Los números a y b tendrán un mábe 10 común- 
divisor d, que será primo o admitirá un divisor r.L;O y en 
ambos casos quedará probado lo que se desea.

TBülu&Á.- La serie de los números primos es ilimitada.
En efecto : sean los números primos 1, 2, 3, 4, 5, 7,11,etc. 

si se demuestra que dado un número primo cualquiera, existe o
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tro mayor, no habrá duda de que los números primos forman u- 
na sucesión indefinida.

Llamemos p al mayor número primo que conocemos; formemos 
el producto 1. 2. 3. 5 •••• P = P de todos los números pri 
nos hasta él; sólo en el caso de ser p = 2, i = p: engo
dos los demás casos, P p, luego agregando una unidad- 
ai producto F, siempre se verificará :

P + 1 > P. .

Si el número 1 + 1 es primo, existe por lo menos un nú
mero primo mayor que p. Si P + 1 no es primo admitirá un 
divisor primo, que no uede ser ninguno de los que forman el 
producto j_, pues si alguno de ellos dividiera a P + 1, como- 
también es factor del producto_r, tendría que ser divisor de 
la diferencia de estos números que es 1; los divisores pri
mos de 1 il tienen, pues, que ser mayores quej>.

foz .ó
No se conoce una fórmula generadora de los números primos- 

y por este, razón tenemos que limitarnos a formar cuadros de
números primos desde 1 hasta un límite dado; vanos a expli - 
car el método* seguido en la formación de esta tabla.

serie natural hasta el 10C; conserva 
1 y 2 por ser primos; a partir del 

s, con lo cual-habremos 
serie natural múltiplos de 2 — —. - >

Supongamos escrita 1¿ 
mos en ella los números 
2 tacharemos los números de dos pn’dcs 
prescindido de los números de 1 
el primer número que’aparece sin tacliar es el 3; este número- 
es el ' rimo que sigue al 2, puesto que no es divisible por 
él, a partir del 3 tacharemos los números de tres en tres, - 
con lo cual habremos prescindido de 3os números múltiplos de 
3; el primer numero no tachado después del 3/ es el 5; este 
es el número primo inmediatamente superior al 3> pues no ad - 
mi te ni el divisor 2 ni el 3; a partir del 5 se tachan de 
cinco en cinco, y el primer número que aparecerá sin tachar - 
es el 7> éste será pri,-io ,/ a partir de él tediaremos de siete 
en siete, y así sucesivamente, debemos observar que al tachar 
de dos en dos, el primero que se tacha es el 4 = 2T al tachar 
de tres en tres. el primero tachado es 3"' 9 y en general, 
al tachar de p en p, el primero tachado es_px. 3upongamos- 
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para fijar ideas que se van a tachar de 17 en 17; todo número 
II múltiplo de 17 menor que 17*  estará, ya tachado, puesto — 
que

N < 17 X 17

siendo múltiplo de 17, será N = 17 * 12, por ejemplo, y admi 
tira los factores primos del 12, que son menores que 17, y 
por lo tanto N está ya tachado.

Si queremos tener los números primos inferiores a 100, ta
charemos de 2 en 2, de 3 en 3, hasta de y en 7, pues al ir- 
a tachar de 11 en 11 y sucesivos, como el cuadrado de 11 es 
superior al 100, no se tachará ninguno.

108. TJORJZt;.- Todo número no divisible ,;?or los números 
primos cuyos cuadrados no le excedan, será ^ririo.

En efecto : Sea N un número de esas condiciones; tempo 
co será divisible por los números primos, cuyos cuadrados le 
exceden y por lo t.«nto será primo.

Si K ifuese divisible por Jb, siendo b X b J> N, el co
ciente A de dividir IJ por b. se. la menor que Jb y se po 
dría escribir N - b X a; el número. N admitirá los f.. elo
tes primos de a y como N a*,  sería divisible por un 
número primo cuyo cuadrado no le excede, lo cual es contrario 
al supuesto.

.¿JGLui. x ara conocer si iin número dado es primo, se le - 
divide sucesiva ente ^or todos los números primos, desde el 
2. en adelante. y si se lle.qa sin obtener cociente exacto a un 
cociente menor que el divisor, el nú mero es primo.

Ejemplo : -Sea el número 2311.
Este número no es divisible por 2, 3, 5, 7......... 43, 47,53

el cociente obtenido con este divisor es ya 43, menor que 53 
y por lo tinto dicho número es primo.

-1Q9*  TEO JE , • Todo número rrimo que es divisor de un — 
producto de varios factores, divide por lo menos a uno de e — 
líos.

Sea el número p divisor del producto ax b x c x d.
Si p no es divisor de ’ ,_a, será primo con él y consideran

do al producto cono comuuesto de dos factores a y (bxc x d) 
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dividirá a este factor (100); si p no os divisor de b será 
primo con b y tendrá que dividir a c X d; y por último, si 
no divide a c será primo con £ y dividirá a ch

OCLlkJJdilOS.- 1ro. 3i un número primo._dividuna_p>oten - 
cia de un número tcndr¿._que ser divisor de la base.

Si p divide a , dividirá a b, pues cf es un producto 
de factores iguales a b.

2do. Si dos tót,toros son primos entre sít sus potencias tam 
bien lo serán.

Si o. y b son primos entre sí, ¿ y h serán tam
bién números primos entre sí, pues si no lo fueran admitirían 
un factor primo co 'ún que en virtud del primer Coro 1. .rio se 
ría divisor de las bases, contra lo supuesto.

110.. TIO .- Ji un número cualoui:ra es primo con cada-
uno de los fact ores de un producto, sera primo con el produc
to. .v reciprócame nte.

Sea n un número primo con a, b, £. y factores del- 
producto, P x a.b.c.d; decimos cue será primo con el pro - 
duelo; Zn efecto,

m.c.d. (n,a) = 1
m.c.d. (n,b) = 1
m.c.d. (n,c) - 1
m.c.d. (n,d) = 1

Si n y P no fuesen : rimos entre sí, admitirían un di 
visor común que en virtud del teorema anterior tendría — 
que dividir a uno ¿Sor lo menos de los factores, al b. por e- 
jemplo, y po. lo tanto no sería m. c. d. (n, b; = 1, contra 
el supuesto.

•aDOIl ROGO.- ¿i n es rimo con F. lo será con a, b, __c 
y d separadamente,

Zn efecto : Si n y a no fueran t rinos entre si, admi 
tirían un divisor primo común (106) que llamaríamos p, que 
por dividir a a factor de dividiría a este numero y
por lo tarto n y ¡ no serían priios entre si, lo cual es 
contrario a la hipótesis.
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111. T. ‘C11E?. Si un número N es_ divisible por otros va - 
ríos__ a¿ b, c y d primos entre sí eos a„dos, lo será por su
producto. ■ • - - _ ; ’ *

lin efecto: por ser N divisible po r:a Se podrá escri
bir, llamando Nf al cociente de su división :

N = a.Nf _ .^1)

Siendo N o su i nial a.N* divisible por b y siendo b 
primo con a, será divisor de N’ y llamando N’1 al co^ipnte- 
de N’ por b¿ se podrá escribir :

N’ - bJJ” (2)

multiplicando las igualdades (1) y (2) y suprimiendo de am
bos miembros de la que resulta el factor !P, se teñirá :

N = a.b.N’f . (3)

¿Siendo N o su i mal a.b.N” divisible por c. y este nú
mero primo con a y b, y por lo tanto con su producto a.b¿ 
tendrá’ que ser divisor de N,f, y por lo tanto,

N” - c.Nf” (4)

líultiplic. ndo las -igualdades (3) y (4), resulta :

N = a.b.c.N’”

y razonando del laisro no o con el divisor tendremos:

N = a.b.c.d.N,vque prueba que el número N contiene - 
al producto a.b.c.d.IÍ^ veces y que el resto correspondíente
es cero. i

QC lOL’itlO.- 0orno los números prios’ lo'son siempre., entre 
sí dos a dos, se podrá asegurar que cuando un. número. es divi- • 
sible por otros primos, lo es por.su producto.

Así*la condición para que un número sea divisible por 15 * 
será que lo sea por 3 y por 5 factores primos, cuyo producto- 
es igual a 15.

por.su
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II. DESCOCO IJIOU NU1LLD EN FáCTlWES P^TCS.-

112.-  T¿ü,ÚTA .- Podo número es iru-l a u -producto de fr.c 
to res primos.

3i el numero dedo N es priiao, el teorema es evidente, - 
pues se veriíicará :

II = IX N

Si M no es primo admitirá un divisor primo a_ y llamando 
al cociente de dividir U por se podrá escribir :

N = a.N» (1)

Si t” fuese un núnero primo, el teorema, queda dernostlado- 
si NT no es primo, admitir! un divisor primo b y Limando M’1 
al cociente de dividir N’ per b, se escribirá :

?P = bJP’ (2)

multiplicando las igualdades (1) y (2) miembro a miembro y 
3uprinierrio el factor ÍP común a ambos misaros de la que re 
sulta, sfc tendrá :

N = a.bJP?..

¿sí continuaremos y como los n:’meros N^>N’ • ......... ..
forman una sucesión decreciente de K o cié rites y por lo tanto 
limitada, se llegará sienpre a ur* coca.exite primo; si supone - 
mos que este es 1 se tendrá

N = abed •... .1

¿1 razonamiento interior no excluye la posibilidad de que- 
algunos factores primos sean iguales, y por lo tentó la forma 
factorial da un número descompuesto en fuetear es primos será : 
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La descomposición de un número en factores primos es, como se 
vé, siempre posible y se efectúa, del modo siguiente :

1£DLlPara descomponer un número en factores px¿;^s. se 
divide por el menor factor pri5»_distinto_de 1; •! cociente - 
qüe ~reñu lte se divide ?or~el menor factor .rpo de la misma 
conchctjn y así ¿e uontinú h ca_llegar a un cociente _ 
sea la unidad.

Si se quiere descomponer el número 4o20 en factores pri - 
mos, la op-iu.ción se dispone del mcdo siguierte .

4620 
zplC 
1155

335
77
11

1

2
3
5
7
11

4ó2u - 2' x 3 « 5 X 7 x 12

U3. TBOPÚB'A.- Un y-ós^ra r.C admit.e dos deseo m-oaieiei^.. en 
factores ¿rimos.-

Quedara nrobado este teorema, si se deíiuestra que dos pro
ductos, a.b.c.d y a'.b'.c'.d'.f.g. de factores primos, igua
les los dos a un mismo número N sua idénticos, ep decir, que 
constan de los mismos factores y repetidos cada’ uno el mismo- 
número de veces»-

En electo, siendo iguales los productos al número’II, se po 
dr¿ escribir :

a»b,c.d * a’.b1 .c*  .d’.fag” (1)

¿hora bien : siendo factor primo del primer rienbro
será tanbién factor del segundo; luego dividirá por lo menos- 
a uno de sus factores, por e;e rapio, al aj; pero siendo este
ta nbién primo, no le puede dividir más que siendo igual a él; 
por tanto, a - a* ; suprimiendo, pues, el acento de a en el 
se.¿indo miembro y dividiendo ora^ se tendrá :
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razonando del mismo modo se probará que b = b* c = cf y 
d - df, y además 1 = fg, lo cual prueba que f = 1 y g - li 
con lo cual queda demostrado el teorema enunciado.

CCNDI3I0NE3 DE DI7T3IBILID. J Y i OTEN3IALID1D

114.-  TEQdLILk. rara que un número sea divisible_por_Qtro, 
supuestos a bos descompuestos en factores primos, es necesa
rio que todos los factores primos del divisor figuren en el 
dividendo con exponentes iguales o marones.

Si k es divisible por Nf/ se tendrá :

N = N’.Q
y por lo tanto la condición es necesaria, toda vez que N 
contendrá todos los factores primos de I? y además los de Q.

Que la condición es suficiente, quedará probado toda vez- 
que, si se verifica, se podra hacer del dividendo dos partes; 
una igual al divisor y la otra nos representará el cociente.

Ejemplo : 2*. 3" • 5 *será divisible por 2'.3>
porque 24 . 3* .5 = (23 . 3).(2.3.5).

115• TEOilSí/k.- Si todos los exponentes de los factores 
priios de un número admiten vn mismo.divisor, ese número se
rá potencia exacta de otro, de grado igual a ese divisor___ y
reciprocamente,

Sea el número M = a44 be c/
en el cual los exponentes 4> 6 y 14 de sus factores primos 
son divisibles por 2, se podrá escribir :

N = (a- b^ c*)' = N5'

lo cual prueba que N es cuadrado perfecto. 
Recíprocamente : Si se verifica

' N - N* •

se descompondrá el número N en factores primos, descompo
niendo N’ y multipliccndo ror 2 todos sus exponentes.
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3i N»= a* b* c% N - (á* b* c? = a bv c'.°

PORTACION DE TODO 3 LO3 DIVISO?^ DE UN -.JUl'.RO

116.-  La condición de divisibilidad de un número por otro 
cuando ambos están descompuestos en factores primos, justifica 
la siguiente regla para la formación de todos los divisores- 
de un número.

Se escriben el 1 y las potencias sucesivas del primer fac
tor primo; después se hace lo mismo con el segundo, y así has 
ta el último; se multiplica el primer grupo de números por ca 
da uno de los del segundo; el conjunto de números que resulte 
se multiplicador cada uno de los del tercero y así sucesiva
mente; los números del último conjunto formado de ese modo se 
rí el de los divisores del número dadó.-

Sea el número 3¿0 = 2'. 3~* 5*
La operación se dispone del modo siguiente :

Conjunto de- números .que resulta de la 
multiplicación de lós números de la -

1 2 2*2*

13 3*
1 5

primera fila por cada uno de la según 
da.

1 2 2~ - . 23
1X3 2X3 2‘X '3 •23X 3
1 X 3* 2.X 37' 2ZX 3 ’ 2SX 3a

Conjunto que resulta de multiplicar los números anteriores 
por los números de la tercera*fila.

que contiene todos los divisores.

1 2 2 2 23
1 x 3 2X3* 2^X 3 2*X 3
1 X 3' 2 X 3* . 2'ZX 3 X 2?X 3X1 X 5 2X5 22X 5 23X 51 X 3 X 5 . 

3X 5 '
2X3X5 2*X 3 X 5 •Z S

2X3X51 X 2 X 32X 5 22X 3ZX 5 2X 3"X 5



78 ARIMET-ICÁ

La primera fila de (1) contiene 3 4* 1 números, la segunda 
2 4 1 y la tercera 1+1; se ve, pues, que el número de 
factores será igual a (3+ 1) *(2 4 1).(1 + 1) = 24.

Lo que nos dice ove el número de factores dejun. núm_ro—es 
i^ual al producto de los exponentes de sus factores primo s^au 
mentando cada uno en una unidad.

M/JCQjO co; UN DIVISOR y LINT!) OU' JJN rULTIiLO DE LOS NU13ROS 
_ D¿soa?u33Tct> ai factores i rijos _

117. TEOREMA. El máximo común divisor de _dos_o m¿s._núme - 
ros, es el producto de los FaCTO ÍZ3 . Al.LS, CU ULrJ0_ a__ es.t&S
números afectados de los KEIIu1, ^3 ¿fCFONENTES•

Sean los números 360, 252 y 4Ó20, descomponiéndolos en 
factores primos, tendremos :

4620 = 2*. 3 . 5 . 7 . 11.
360 = 2’. 3Z. 5
252 = 2a. 3Z. 7 .

decimos que : m.c.d (360, 252, 4620) = 2*. 3 .-12.
21 número 2a. 3 es un divisor de los trs números dados - 

(1ÍM), pero es un divisor especial, pues contiene el mayor nú 
mero de factores que pueden formar un divisor co'ún afectados 
de los mayares exponentes, pues si al factor 2, por ejemplo, 
se le afectase de exponente 3, dejaría de ser divisor de los 
números 252 y 4620; luego es el máximo.

118. T1& ¿TA. El mínimo común múltiplo de dos o de varios 
números se forma con los FACTORES L^u! 0
afectados de los LAYu. .L HC ONElITaS.

..sí : m.c.m (3Ó0, 252, 4Ó2O) = 23. 3?'. 5 .7 . 11. = 27720.

En efecto : 31 número 25. 3^. 5 *7 . 11. es un múltiplo co 
mún de los tres números duios, pero es un múltiplo especial,- 
pues contiene el menor número de factores primos que puede — 
contener. (Cualquiera de ellos que faltase, el 5, por ejemplo
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dejaría de spr múltiplo de 360 y 4Ó20 y si faltare el 11,de
jaría de serlo de 4620); además, esos factores están a - 
fectados de los menores exponentes, pues si el exponento 3 
del 2, por ejemplo, se reb.ja en una unidad, dejará de ser 
múltiplo de 360; luego es el minino.

EJJROICIOS

1. Construir la tabla de los números inferiores a 200.
2. Averiguar si el número 5 731 es ó no primo.
3. Condición de divisibilidad de un número por 21 mccian- 

tc su descomposición en factores primos.
4. Encontrar el número entero mas pequeño por el cualtcn- 

ga que dividirse el número 110 250 pc-ra que resulte un cubo 
perfecto.

5. Hallar. Lodos los divisores simples y compuestos de : 
1925, y 1 383.
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CAPITULO P R I li ERO

I. DEFriICIOiGS Y PROPIEDADES fUKD.JEOT.L33.

1. C. i lí-con el.nombre de calidad do wi£„co 
sax al coaj’ut' de cus cara^t^resj parcas_o seríales.Así, todo 
ob jcto"*matcria^,  entro .otros caracteres, poseo un peso, una 
foriiia^^ un_etc. etc.

Por su calidad, l's cosas se clasifican en homogéneas y 
hctcroRcneaSj según que tengan la misma o di fe rente c a lidad ♦

?«. ABAT-k-CSlOIl» Los caracteres de Las cosas no pueden se
pararse materialmente; pero sí, estamos dotados de la facul 
tad de efectuar la operación mental que se llama abstracción 
que consiste en prescindir de cuantos caracteres no nos in- .. . . ■*  ■ — 1 ■■ ■ ■■ ..... I ■■■—■■ ■■■■■■
teres^i tener presente en una cuestión determinada, retcnien 
do aquel o aquellos que sometemos a nuestra especial considc 
ración y que por ésta razón, denominamos principales.

1 or abstracción en los cuerpos materiales, podemos sepa
rar ya el carácter común del peso, ya el de su volumen, o el 
do su dimensión longitud y así sucesivamente.

En ocasiones se separan de las cosas, grupos de caracte
res comunes.

El carácter o grupo de caracteres que separamos de las co 
sr.s mentalmente mediante la abstracción, reciben el nombre 
de entes abstractos.



82 ARITI ETICA

3, .Tzú.AAO, La idea de tamaño o grandor surge en nosotros, 
al comprrar. d?s caracteres homogéneos y deducir de ello, si 
son iguales o desiguales; en este segundo caso, al carácter 
que abarca o comprende al otro, decimos que es mayor o más 
grande que ese otro, siendo este otro, menor o mas pequeño 
que el primero.

En el carácter peso, esta comparación la efectuamos me
diante la balanza, deduciendo su igualdad o desigualdad, se
gún que se equilibren o desequilibren los platillos. De un 
dolor al compararlo con otro, también podemos deducir su ta
maño y asegurar cual es el mas grande o más pequeño.

El tamaño es '-ir.a idea relativa. no absoluta^ Le ningún pe 
so por ejemplo, se puede decir que es grande de un modo abso 
luto, puesto que dependerá nuestro calificativo del otro re 
so con el que se compara y así: El peso de un hombre,es gran 
de con relación al de un insecto; pero muy pequeño si lo cora 
paramos con el de nuestro p Ir .neta.

4« HxGNITUD» Desde de un punto, de vista general, todo ca
rácter que por comparación de dos de_ sus esaado s__partícula 
res, nos permita; adquirir la idea c.e t¿. maño es una. ¡r^gi^ltua 
(¡agnus, grande). 31 dolor, un efecto, un peso, un volumen,- 
etc. son magnitudes; pero así como el carácter o magnitud- 
dolor no podemos medirlo, el carácter o ru-.giiu.~c>id ¡ eso o volu 
men sí. «.dentando la clasificación de eltrand íusell, a las 
primeras las llamamos, .mognitud es; in ten si /¿.s y a las según - 
das extensivas o m.te-v tlc¿.s„

Son las magnitudes matemáticas las que hrn de constituir- 
el objeto de nuestro estudio. Acabamos de exponer que todo 
carácter de las cosas medible es una magnitud jpít^ática.

5, CRIDAD; UNIDAD; LTUILRQ. Sus estados ixirticulares,re 
ciben el nombre de cantidades. Unidad es un¿. cantidad que se 
elige .como tipo dje comparación, pora doteryii..^r el tamaño 
de las demás, con relación a ella.

6. 1 . 3 J'TT.E. DZ3. Pedir una cantidad es comparar-
la por cociente, (^uoties ? Cuantas veces ?) con una unidad. 
El resuj t .do de esta operación es un núme ro abstraetojnúmero 
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es pues» el resultado de medir cantidades. /atemáticamente se 
anota la operación de medir una cantidad A con una unidad U 
como escribimos a continuación :

— n de donde A -— U.n

La operación de medir una cantidad de una magnitud, exige 
como condiciones previas el poder definir cuando 2 de estas 
cantidades son iguales y cuando une cantidad, es trt .a de__ o- 
tras. Ejemplo : La longitud de un segmento, la determina 5cm. 
o sea, que este segmento es la suma de cinco cantidades igua
les a un centímetro.

Lagnitud matemática es todo caríeGAlTUD^I l/fk ¿TIC
¿’S

• . La m gnitud más importante, la co
• ella podemos redu - 

i? icios adecuados las demás. Bastará pax-a ello 
i nidad de la magnitud objeto de nuestro - estu 
.ento rectilíneo que elijamos como unidad.

1
tor co am de las cos¿
nir, la i
rocemos con el nombre de longitud, pues c. 
cir mediante ar4 
representen 1< 
dio, ñor el se

• - •
ejntre cuyas canta des se puede defl

8. 0LA3E1 j "Ul AROS. Hemos dicho, que número, es el resul 
tadodo medir uní cent ida •; o sea de compararla con la unidad. 
En esta o orac-i.cn se nos pueden presentar tres casos, que lo 
vamos analizar, midiendo longitudes.

lix>. Oue la cantidad AB (fig.lra.) contenga exacta
i.^nte a la unidad CD se 

A*. .
expresa esta medición así :

, . .u,. ........ .1 k < •
C * - ___. D .tg---L

dando como resultado un número natural, en nuestro ejemplo el 
4.

2do. Que no contenga AB a la unidad CD (fig.2da.);pero 
si a una de las partes iguales o alícuotas de CD por ejem - 
pío a la tercera parte ce Cü, 14 veces y entonces, si la 
tercera parte de CD es :

CD
3
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CE Dv , .« —-K»». J
CD

o sea que AB 14 X CE ¿ 14 >. " . Del examen de es
ta última relación deducimos, que en la determinación de 
AB o medida intervienen dos números naturales, uno el 14 que 
numera o cuenta y el otro, el 3 que indica lias partes igua
les que s(Thañ"hccho de la unid id y que la_denomina como ter 
ció de ella. Apoyados en este análisis, con’nuestra razón,for 
manos el nuevo número fraccionario (fractus, roto) que escri 
bimos así:

14 pudiendo anotar la medida como sigue:

3 ;J3 - _ u

CD ' 3

£1 resultado en este caso, es un_ nVero racional fraccio
nario .

3er. caso. Nuestra razón jia descubierto, lo que no pue
den nostramos nuestros sentidos, y es, que existen longitu
des que no contienen a la unidad ni a ninguna de sus partes 
alícuotas,dando origen a un nuevo resultán-número,que reci
be el nombre de número inconmcnsur: ble o irracional.

De éstos números, trataremos mas adelante poniendo ahora 
como ejemplo que ya estudiaremos, el de la medida de la dia
gonal de un cuadrado con su lado como unidad^ que se expresa 
por el símbolo\T2~ (raíz cuadrada de dos.).

9.- UNIDADES IúL.331011. RL¿3. 3i la unidad se divide en 2, 
'.......... 3, 4, 5, 6, 7, % 9, 10, 11,

etc. partes iguales, las uni-
1 d d _ dades fraccionarias corres-

: 1 pendientes reciben el nombre
de medios, tercios*  „cuartos,

•--------------- i quintos, sextos, licntimos _ ,
octavos, novenos, décimos^ oncc-avos, doce-^vos^, y así, su
cesivamente, pues desde 11 partes en adelante la unidad frac 
cionaria se expresa anunciando el número de partes en que se

'i BJIMl
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ha dividido la unidad entera, seguida de la terminación ayos.

La cantidad

14 veces -i-
3

10, Las unidades fraccionarias so escriben con un 1 separa
do por una rayita horizontal del número, que indica las par
tes que se hicieron de la unidad. .

. 1 1 11 1 1 1 11 1“sí • P 3 ’ 4 5 ’ 7 * S ’ 9 ’10 ’1T

¿3 de nuestro ejemplo, sería igual, pues, a

de CD. . .

11. Número quebrado o fracción es la ex res ion de un con - 
junto de partcs ig ir. le s de la unid rd s medlante dos nurae ros en

• teros; une líriiado ' que indica el número de unida
des fraccioiu. rias; otro llamado DAÑO! IN/dX)R, que indica el nu 
mero de partes en que la unidad se.hr- dividido»

So escribe un quebrado^ separando el numerador del de-
* nomínSor 'por una rayita horizontal y se Tee^' rleycn^ó primero 

el~~ñwñ¿rador y dosrue's el denominador seguíáo de la. termina - 
ción avos> 21 numerador y denominador se llaman términos del 
quebrado.

Así diremos que AB es 14 tercios de CD, se escribe-

13. Si el numerador de una fracción es menor que el deno
minador. la cantidad que expresa es menor que la unidad; si 
sucede^lo contrario^ la fracción os mayor que la unidad y si 
cabos términos’ son Iguales, la tracción es igual a la unidad 
entera.

Así : 2<1, $>1, ¿ = 1
5 5 5

14. Generalizando este modo de expresión, pueden compren 
durse en ól los números enteros, y decir :
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— 5
1

Todo número entero puede considerarse cono un quebrado cuyo 
denominador es la unidad,

Las fracciones:

i <" & ¿ - •• forman una serie creciente.
.33.3 '3 "3 •-------------  

Las fracciones una serie

decreciente.
En el primer caso, es igual para todos la unidad fracciona

ria, y por lo tanto es mayor la cantidad que contiene mayor nú 
mero de unidades fraccionarias; en el segundo, la unidad frac
cionaria va disminuyendo, porque el número de partes que se ha 
cen de la unidad entera va aumentando, y cono se tojaa en tcZ 
das el mismo número de unidades fraccionarias, cada : fracción 
será mayor que la siguiente.

15 o Las fracciones menores que la unidad se suelen llamar 
propias y las mayores impropias."

Sos fracciones que tienen los mismos términos, aunque inver 

tidos, se llaman inversas una de otra, Así ♦ x v -£
7 3

húmero fraccionario es la expresión de un conjunto c’.e uni
dades srtera.? r *
dades enteras y fraccionarias. Así: . *’2-- ------------------------ jt 5 - j r ‘ -r j

Casos particulares de este numero son las fracciones, ya de
finidas y el número mixto.

3c llama número mixto al compuesto do un ente 1*0  y de un que
p 2

brado propio. Así: 3 4- -4- — 3 —
» > 5

PROPLSDDE FR;.JCI0r-23.— Cuando el numerador de una 
fracción se hace un cierto número de veces mayor o menor, es 
decir, cuando se multiplica por lurnSTero"entero o se ~~ divide 
por uno de sus factores^ la fracción se hace el mismo número
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de veces mayor o menor, o, lo que es igual, queda multiplica
da o" clívldida' por -dicho numero-/"

i___

A B1
.1. a 

B

1_ ». J — U
m m1 (fig.4)

- Sea la fracción L
■ Bft 4

corresponde a la longitud 
(fig.4ta) siendo ab la 
dad entera elegida; si ¡multi
plicamos su numerador por 3 se 

13 __  6 j

Si dividimos el numerador por 2, se

que

A B, 
uni-

forma la fracción
6x3

4

6
4- - I13-’ 4 '• 4 

fcrua la fracción,

6 6
4

á :2
4

: 2 _ 3 _
4 ~^4 M ___________

ló. Si el denominador de una fracción se multiplica por un 
_ __ lívido por uno de sus

ción queda .dividid.
nfeioro entero o so

La. mitad de
• >

factoresq? la frac- 
o multiplicada por ese nómero«- Sea la

tes iguales un 
i rad > 
brado preciaamen-

fracción £ si multiplicamos por 3> el denominador, se forma
6 6 1esta otre.------- ______ ; se obtiene __ dividiendo en tres par-

4x3 IT 21
1 como se ve en la ficnira 4ta.luego el que- 
4

•2. corresponde a la longitud A Bí auo es
12 ‘ '
tercera parte de A B, o lo que es igual, el

___ 6 6
12- es la tercera parte del 4’ se tiene, pues: •£

Si dividi ios el denominador de la fracción propuesta’
2, se tendrá la fracción *5  que decimos es doble de jr; cuando 
se tiene dividida la unided en cuatro partos iguales y 
quiere dividir en dos, basta < considerar reunidas 
aquellas, codo se ve en la figura 4> doble ’

te la
6

quebrado 
6 

: 3'~ 4.3 *
. por

-'6

dos
se 
de

1 — ~T“



Es decir, que contiene 6 veces a aq, luego contendrá 
sólo tres voces a am* , lo que nos dice que será precisa una 
longitud irut.l a 2 AB — AB”, para formar 6 ¿a.’, es decir 
á o sea : , , z
2 6 —- o —6 y 2

4:2 ~ 2 4 a
De lo dicho se deducen reglas prácticas para multiplicar y 

para dividir fracciones por muxros enteros.

17. 1ro. Para multiplicar una fracción por.un número ente
ro, se miltiplica el numerador por el entero y a este prqdug

tose fe pone el denominador de la fracción; si el entero es 
divisor del denominador, es mas conveniente dividir el denomj 
nador por el entero, dejando el mismo mirador.

18. 2do. Para dividir una fracción por un número entero.se 
multiplica el denominador de la fracción por el entero, dojqfl 
do el.miaño numerador; si el número es divisor, del numerador. 
conviene dividir el numerador por ;-l entero, dejando el mismo 
denominador, Así :

2I

_J_ — 2 ¡ 1¿
28 :7 *" 4 3

5 x 3 40

19. Si los dos términos de un quebrado se multiplican por 
un mismo numero, el quebrado no varia, de valor, ¿sí :

-a 3x4
5 5x4

Se transforma el quebrado -1- en —2—2£—L- haciendo -
5 5x4

dos operaciones simultáneas; si multiplicamos primero por ‘4 
el numerador, se forma el quebrado :

que es cuatro veces mayor-

18.%092do._Para_dividir_una_fracci%25c3%25b3n_por_un_n%25c3%25bamero_entero.se
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o 3,x4
que ¿ y si multiplicónos el denominador de í por 4, se 

5
foma ¿-Ari que es cuatro veces menor que él y por lo tanto 

5x4
igual a —

20. Si_ los dos términos de un Quebrado se dividen por un 
factor cor'dín_a^ ambos, el quebrado qv.e resulte, es i.pial_____ al
propuesto,

20 ~ 20:5 — ¿
15 ‘15:5 3

Se demuestra como el anterior.

21. Je finido el cociente de dos números, diciendo que es 
otro XL.y.. o v multiplicado por el divisor reproduce el di
videndo, es fácil ver que el cbcicnte Je dos números entcr;s 
es una ^r¿.c£ion exlyc numerador_es_el_diyidendo^y cuyo dcnom¿ 
redor os el divisor; porque, en efecto,

lo cual .quiere decir que 3
3
T

Esto esta de acuerdo con el concepto de la división, como 
operación de dividir el dividendo entre las unidades del di-

visor, pues si 1 dividido o distribuido entre 3 es

a-i. - 3 distribuido o dividido por 3 será 2 y ñor lo tan- 
3 3

to. £ . £ -L- — - X 3 — 3 k dividendo distribuido;
3 3 1 3 — 3

Resulta, pues, que si se desea hallar el cociente de dos
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números 19 y 5 por ejemplo, ese cociente será —5 o sea

unidades —

3

y se podrá escribir:

19:5— ^-3 f

El número entero 3 que resulta de ver las veces que 19 
contiene a 5, es lo que llamamos ya,*  cociente entero; y el 
número 4 es el resto de esa división.

22. ¿e obtiene, pues, el cociente 
ciento entero, un quebrado cuyo nujieradcr es ui. resto y el 
donorinador el divisor.

Siguiendo esa regla, se transfomx un quebrado impropio 
en número mixto.

2p

20— de unidad, puesto
4

23« La transformación inversa, o sea la de convertir un 
número mixto en fracción imprópia, se '.¿¿rf transformando el 
número entero en fracción de .dc^qm^^origual. al de la frac 
ción y agregando las unidades fraccionarias d_3_ esta.

- 3 _ 20 3 ...Así diremos • 2 — — — — ~ — 
4 4 4

Toda vez que 5 unidades contienen

que 1 zzy ~ •
4

24« Pera reducir un mixto a quebrado se multiplica el en- 
tero por el denominador del quebrado; a este producto _se 
le agrega el numerador y a la suma so le pone el denominador 
dol quebrado.

srTLiFic,;cioiJ de ¡lociones

25. Puesto que según hemos visto, no se altera .el valor 
de una fracción, multiplicando o dividiendo sus dos términos 
por un mismo número, es claro que existirán muchas fraccip~
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nes iguales con diferentes términos; la de menores términos de 
todas ellas, se llama fracción irreducible.

26> TTJ0R37i«~ Si una fracción tione sus qjs tórrànos prir.ics 
entre si, toda' fracción igual a ella los tenori eouimultiplos 
de la dada.

Sea la fracción ~ 
t 

sí; si representamos por

cuyos
a 
b

términos 2 y 7 son primos entro

una fracción igual a ella, se

tendrá:
2
7

a
b

Los dos mía? ros de esta igualdad so pueden multiplicar por 
b y puesto que el producto de un quebrado por su denominador 
es i - nal al numerador, se podrá escribir:

2 x b_--------—a /■
7 •

Zsta igualdad prueba, puesto que a es un número entero,que 
el cociente de dividir 2 x b por 7 es exacto, o, lo que es 
igual, que 7 os divisor del producto 2x b , y como es primo 
con 2, tendrá que ser divisor de b llamando £ al cociente 
de dividir b por 7> tendremos:

2 x 7 x c
b zr7-c, y por tanto, a~------ -— — 2 x c.

Lo cual prueba el teorema*

27, La fracción irreducible ifual a_una dada,• se obtendrá, 
pues, dividiendo sus dos términos por el c, _cU de ambos.

La serie indefinida do fracciones iguales a una dada, so ob 
tendrá hallando primero la irreducible correspondiente y mul
tiplicando los dos términos de ésta por la serie natural.

REDUCCION D3 FRACCIO1ES á UN Cül UN LILI H.LDOR

28, Reducir fracciones a un común denominadox
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marfas en otras igurles, -T-e tengan todas el rásmo denomina
dor.

Si tenemos dos fracciones 3
5

y multiplicamos los

dos términos de le primera por

5, se obtendrán las fracciones

7 y los dos de la segunda por
3 x 7 v 6 x 5 .
7” y 7x’5que son i^iales

a las*  ¿odas y que tienen el mismo denominador.
29Si L’s fracciones ojie queremos reducir a un ccziún. de- 

. - se multiplicaran los des términos ‘ denomina:’or eon varias, 
cade uca por el pro au oto de Jos _denon. in¿.dores de las_ uemás =
El denominador común seri el wductojae.les denominadores. , 
de todas las fracciones dc.d¿tsc

30» ¿1 método anterior recibe el nombre do ordinario; — 
cuando se quiere además que el acnominado r co..lún sea el me
nor posible> se sigue el método íí¿jm?do aej^prJ.nirio común múl

método consiste en simplificar las fracciones de modo 
que sean irreducibles; se halla el m. c^r- de los denomina
dores de éstas y se multiplican los d><s t?r\ira).3__de_____ cada
fracción joor el_coctente^Jíividxr lni?no corjún__lál-
tipío por su ■denorainedür,

Ejemplos: Reducir a un común denominador las fracciones

31 g METODO ORPIN. RIOSean las fracciones

queremos reducir a un común denominador; se tendrá: 

3 ™ 3x12x5 . 15 __ 15x6x5 . 2 — ^6x12
6 6x12x5 } 12 12xox5 J 5 5x6x12

Método del m. c. m.
Se simplifican las fracciones
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Se halla el ni*  c. nr. de los denominadores de las fraccio
nes irreducibles: m. c. m. (2, 4, 5)— 2xx 5zz;2O

Se multiplican los dos términos de la primera por 10, los 
do la segunda por 5 y los de la tercera por 4, que son los 
cocientes de dividir el 
mente y tendremos:

m. c. m. 2ü, por 2, 4 y 5 respectiva

1 _ 1C
2 ~ 20 ’

El denominador común

¿ . 2 _ 8
4 20 * 5 20
obtenido por este método, es fácil 

ver que es el mínimo; porque, en efecto, siendo irreducibles

las fracciones -i ,
2 

iguales a ollas, el denominador común tiene que 
tipio común de 2, 4 y 5; luego el menor será el

5
4

, ~ y habiendo do ser las obtenidas

ser un múl-
m. c. n.

I. Hollar todos 
¿cr inferior a 31.

las fracciones iguales a — de denomina

en fracciones los números mixtos :

. i 8 ,2’ 4 io ; 6 -

165 
17 

IV. Simplificar las fracciones :
36 . 165 . 225
33 ’ 120 ’ 135

III. Extraer los enteros de
192 ’

2205
V. Reducir al mínimo denominador común :

1L v 321 y 35

VI. Cuál de las fracciones es mayor : —
7

* 
o 5

8



CAPITULO II

OFERnGIOIES CON L.,3 FRACCIONES

I. ADICION Y SUSTRACCION

Con las fracciones se efectúan las mismas operaciones que 
con los enteros y las definiciones y notaciones se conservan

32^ adición de_ fracciones es una operación guetiene por 
objeto reunir en una sola las unidades fraccionarias que con 
tienen otras varias»

33* 3c pueden presentar varios casos;
lo Sumar quebrados de igual denorinador»

3 5 7Sean los quebrados -r — e—los que vamos a sumar.
4 4 4 • '

Evidentemente, para obtener el resulte do, __ _se____ suman

los numeradores y a la suma se lo pone ñor denominador el co 
iiún a todos ellos»

Luego: JL x. JL
4 ‘ 4

3 -r 5 + 7 —
4 ’ 4

2o Sur.ar quebrados de distinto denord.nador.

Sean los quebrados
o

_Z
•10

Como es f¿cil reducirlos a un común, denominadoy , la ope
ración queda reducida a la aplicación del 1er» caso, y so 
dispone del modo siguiente:

7_ — 3 x 5 x 10
10“ 4 x 5 x 10

2 x 4 x 10
5 x 4 x 10

7 x A . x jj — 152.x 30 | JAQ — 150 4- 80y- 140
10 x 4 x 5 200 200 200 “ 200

370 — 37. J7
200 20 1 20

Si se recucen los quebrados a un común denominador por 
z « ... ( *
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método del m. c. m., se tendrá:

m. c. m. (4, 5, 10) zz 20.

3i 2 i IL - 15 +_S. ± _ JtZ -
4T 5 10 “ 20 * 20 1 20 ~ 20 ~ ±20*

4 •
34. Sumar números mixtos. Para hallarla suma en este ca- 

so. ~ "se"pudieran/reducir Tos mixtos a quebrados, pero es más 
practico "sumar separadamente los~quebrados y después los ente 
ros“; adicionar a~Ta suma "de éstos las unidades que pyedan re 
sultardeTasuna de aquellos y por último, reunir ambas su- 
nas}~ - ■/ .

3 2 '
3—1-6—+8

4 * 5

3 . 2 _ 15 8 _ 23 _ 3
Se tiene: — 4-----— * 4----- —- ” —- 1

4 5 20 20 20 20

34-6 + 8zzl7a 

3
Luego la suma igual será: 18----

20

35. SUSTRACCION DE FRACCIONES.- Esta operación tiene con 
las fracciones la misma finalidad que con los enteros y se de 
fine, por lo tanto: Dados dos quebrados que se llaman minuen
do y sustraendo, hallar otro llamado resto, que, sumado con 
el~sustraendo, reproduzca el minuendo.

36'. Se distinguen tres casos:
lo. Restar quebrados de igual denominador.

5 3
Sean éstos — y ■*".

6 6
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Evidentemente, para hallar el resto, se halla la diferencia 
entre los numeradores*  y se le pone por denominador el común al 
minuendo y sustraendo.

La operación se dispone así:

_5 3 _ 5 — 3 _2
6 6 ~ 6 "6

2o♦testar quebrados de distinto denominador. Coro es fá~ 
cil reducir las fracciones a un común denominador,la operación 
queda reducida a la aplicación do la regla dada para el íer 
caso,

así-
10 5 ~~ 50 50 50

jo. Restar dos números mixtos. Siempre será posible redu
cirles a quebrados y aplicar lr7s reglas anteriores; pero es- 
preferible restar primero las fracciones_y después los enteros 
y reunir ambas diferencias,- Si al aplicar esta regla nos en
contramos con que la fracción del minuendo es menor que la 
del sustraendo, no habrá dificultad por ello, pues bastará 
gregar a aquélla fracción una unidad del entero, descompuesta 
en unidades fraccionarias de su denominador.



Cono la fracción

V*u».I.kvi uí'LjS DE L.iS I LiCCIOLjlS
4 3 A7 os menor que -7- agregaremos a •%- una
1 4 7
entero 5 descompuesta en siete séptimos yunidad separada del

tonaranos:
11
7

3__ 44
4 ~ 28

21 _ 23
23 ~ 28

4 — 3 1, por'tanto,
4

5 —
7

23 '
1—<
28

7
3

3 4 _

II, V^IACIOIJJS DE UM.. FXkCCIUl POR
DE NUTLi/ü EIITER^ Á flT3 303 TZS

37 • fracción a cuyos términos queremos sumar un mis
mo número, puede ser mayor o menor que la unidad, es decir 
puede to eir un numerador mayor o menor que su denominador.

7a:ios a probar que en los dos casos La operación a la cual 
la fracción se somete la transforma en otra más próxima a la 
unidad.

Si a los dos tórriinos de_unn^ frnccióiij^nor
£?A? _ uzpdr.d se íes sur., un .?isno número, la fracción varía?un .?isno número.

-t?jinidíd,JQ>c? .con siguiente aumenta.

3ea 3a. fracción “ 1, y por consiguiente a < b,
£| i- y*n

La fracción - ~ será evidentemente menor eme la unidad,b 4- m * ’
y para probar que es mayor que la propuesta, bastará ver 

a -4- m
la

posibilidad de restar de —------
b 4- m b

a 4- m a _  bm — ar. ,r—■---------— OX 7T--— ----- cosible, puestob -t- m 'b • (bfm).b ‘ ’ quo

bm am
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Cuando el número m es muy grande, la diferencia entro J.

y •—■ 03 un nómerp muy pequeño.

39. _ TOORff-A.- Si a los dos términos de una fracción mayor 
que la unidad se les suma un mismo número, la fracción varía 
y se aproxima a la unidad y por lo t¿Jito disndnuye.

Sea la fracción 1 y por lo tentó a b.

3i a los dos términos les súmanos el número m se tendrá la 
a -1- m

fracción —--i- evidentemente es mayor que 1^ pues si 

a >. b, a -f- m será mayor que b u- m; hay que probc.r la si 
gu ion te de sigu aldad:

a \T >

Esto 
guiente:

se conseguirá viendo que es posible la sustracción si

a a -4- m_  a.m — b.m
? “ bT^~ b(b"Tñ)5 posible pUcSt° qpo 

am > bm.

40, TEORICA,- Si do los dos términoo de una fracción im
propia se resta un mismo' número, la fracción varía y se aleja 
de la unidad, es Secir, aumenta. Si la* fracción* dada es pro
pia, también se aleja, y por lo tanto disminuye.

~ la*“aplicación de esta propiedad, se debe tener presente 
que los números qu'c se restan de ambos términos no pueden ser 
superiores a ellos.

Las demostraciones son en un todo idénticas a las dadas 
para el caso de la operación directa.

41. Ocurre con frecuencia tener que sumar término a tér
mino dos fracciones; es decir, a los dos términos de una frac
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ción, respectivamente, los des de otra; la fracción resultan
te _en ese_casocien0 V f je _estar comprendida entre
las dadas; es decir, • f.* e < 3 n < <«ue la menor de ellas y me-

a x. cñor que la mayor. Sean las fracciones — J> — • decimos — 
” : | b d
que la fracción -—;---- se hallará comprendida entre las da-

b -i— d
das; es decir, que se verificará :

a a -t- c c
b b d d

«A T~ U
En efecto, pr.ra probar que — —------ bastará reducir

b b —d
las a un común denominador y ver que el numerador de la pri
mera es mayor que el de la scgund¿;; así;

a  a (b-4- d) 
b b (b ~t— d)

a(b + d) zx ab ad

(a + .c)«b 
b+d~(b+d). b* (a + c).b ~ ab 4- cb

Luego todo queda reducido a de.nostrrx que ad >cb; y en 
a c

efecto, puesto que —>— reduciendo a un común denominador 
b d

so ve que ad >cb.

Dol mismo modo se demostrará que a4-c K c —------ .
b-bd d

2n particular: Si las fracciones dadas son iguales,

fracción resultante es igual a ellas, Así, s5 -Lzz — 
b d

se ten-

»
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a 4— c   a  _c_ 
b -H d b d

Si en vez de ser dos fracciones iguales^ fueran variasA
por la misma razórT se verifica que la fracción cuyo numerar*  
dor es la suma de los numeradores de las fracciones d^das y
cuyo denominador es la suma de sus denominadores, es igual

estas fracciones

Así, si
c __ c 

b d f '

se tendrá a -4- c 4- e   a _ c _ o 
b -f- d •+• f " b " d ~ f ’

Ule MULTIPLICACION DL FR/.30IC?:Z3

42, La multiplicación de fracciores, es una operación —
que tiene por objeto dados dos números llamados multiplican 
do y multiplicador¿v ^Llpl^vA hallar un tercero llar • io producto, que 
esté formado con el multiplicandoj ca o el multipliea¿or se
supone formado con la uñjduj

3
•¿sí, el producto ~ x ~ 

llar un número que sea las
- .X , ..

— es Lascuartos, porque 
dad, 1

, quiere decir, que se ha de ha-

cinco séptimas partes de tres

cinco séptimas partes de la uni-

a

Distinguiremos varios casos: •
lo, Multiplicar dos fracciones,
2o, Multiplicar una fracción por un entero y viceversae
3o*  Multiplicar dos números mixtos,

3
CaSO lo. Sean las fracciones (multiplicando)

4
5
7
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(multiplicador). Le. cuestión,como sabemos, queda reducida a
3hallar las cinco séptimas partes de—; sabemos hallar una —
4

séptima parte, pues ya hemos visto que si el denominador de 
un quebrado se multiplica por un número, dicho quebrado queda

dividido por SI, luego 4x7
3
4

: y ahora para

3 , 1
hallar cinco séptimos de — bastara hacer la expresión un — ————i-------- n

de cinco veces mayor, o lo que es igual, multiplicar su 
numerador por 5. Así resulta:

.2 x 5 3 5
4 7 4 x7

Luego: Pora -ultipHcar dos quebrados se multiplican los 
numeradores y ??s denominadores y el resüitcáo ser? un quebra 
do que tiene p^r n¿.-crudor el primer producto y por denominá- 
dor’eTse^ñíndo,- ¿n particular: El producto de dos fracciones 
inversas es igual a la unidad^

CASO 2o• 1 ’• 'Itiplicar un quebrado por un entero o un entero 
por un quocr: do.

5
Sea por ejemplo 3 x Si al numero entero se le conside

ra como un quebrado, cuyo denominador es la unidad, tendremos: 
y 2 _2 :: 5 ~ 3 * 5 - 3 X 5

7 1 7 1 x 7 7

Que nos dice que : Para multiplicar un entero por un que
brado o un quebrado por un entero, se multiplica el entero 
por el numerador, dejando el mismo denominador.

CA3C 3o, Multiplicar dos'números'mixtos. ludieran conside- 
r?rse dichos números mixtos como dos suma3 indicadas y eje
cutar la operación como tules, poro es mZs fícil reducirlos a 
quebrados y mui tipi-i carina como éstos:
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4 o 1 _ 14 13 _ 14 x 13 ‘
Así : 2 — x 3----- — ------ x ------—-------------- .

.5 4 5 4 5 x 4

ESCOLIO.- Por las reglas dadas, se ve que en todos los ca
sos se puede tomar el multiplicando por multiplicador y 
ésto por multiplicando, sin que el producto varíe.

43. PRODUCTO DE 7.^103 FACTORES FRACCIONARIOS
2 
— X

1
7

t - 3r
La expresión "Tx r4 5
sultado de multiplicar— x

39‘
el nuevo resultado por —.

x -2 
quiere decir que

2— se ha de multiplicar

el re-
1
7 7por

x -

Para efectu¿*r,  pues, la operación, se forr.arí un quebrado, 
que tenga por numerador el producto de los numeradores y per 
denominador ei producto de los deuó ÁrAiorcs7

3 x 2 x 1 v 2— 3 x 2 x- 1 x 9
4 5 7 10 4 x 5 x 7X 10

Se ve también que el orden en que se consideran los facto
res no altera el resultado; toda /uZ que en virtud de la pro- 
piedad(Unif)siempre resultarán ceno productos, fracciones que 
tendrán el mismo numerador, y el mismo denominador.

También se ve fácilmente que si algunos factores fueran nú 
meros mixtos se reducirían a quebrados y si fueren enteros se 
les podría suponer por denominador la unidad.

44< En general, las operaciones con números implícitos en 
que intervengan productos ciaros factores sean fracciones, so 
efectúan siguiendo las reglas que se dieron para el caso en 
que todos eran enteros.-

í.si: Se multiplica un producto por una fracción multipli - 
cando por ella uno cualquiera de'si^ factores! ——

Ejemplo: (1x7 x x 2¿)
V 9 4/
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4 6
En el cual aparece el factor__ multiplicado por —

9 5

45. La definición de potencia de 
modificación al caso en que la base

• /. x JL x 2 X-2
5 5 5 5

un número se aplica sin 
3« una fracción.

o * • iJSi*  iA 5?
o, La potencia de una fr icción se forra46 > La potencia de una fracción se forra elevando sus do» 

terrinos a Ir potencia que indique su prado.

X -£ X -1 x 2 — 2x2 x 2 x 2 - 
5'5 5 5 5 X 5 x5 X 5 5+¿sí:

La -»otencia de un número mixto se obtiene reduciéndolo a

Así;
11*

La manera de operar con números implícitos, dados bajo la 
forma do potencia es independiente de la forma, entera o 
fraccionaria de la base.

Por ejemplo: La multiplicación de dos potencias de una — 
misma base fraccionaria, se hace sumando los exponentes y de-

47. TZO?J:V. Las : tenci's de los tu obra' s irreducibles—

< 3\*



y

i Jt 1 £1 X1 1U A
a

son también irreducibles«— 3ea la fracción“7*  irreducible—------------------------------------ — b
a<

su potencia del grado n,
V a

Por ser la fracción — irreducible, los números a y b 
b

rán primos y por serlo éstos lo serán sus potencias a_

y por consiguiente la fracción seré irreducible«

se-

y

V« DIVISION DI FPu.CCIO;^

48« La definición de división es siempre la misma, aun
que el dividendo y el divisor sean fracciones; es, núes, una 
operación inversa de la multiplicación y por tanto tiene por 
ocJ -to, dados un producto de dos f^.ctor^s ;r uno de ellos tho
llar el otro factor«

49« División de dos fracciones« o -
Si se quiere hallar el cociente de dividir — por ~^*la  o-

4 ‘ 7
, .. z 3 5

peración se indicara : — : —
4 {

El número que se busca es tal, que sus cinco séptimas par
3

tes sea igual a— luego sólo una séptima parte del cociente 
>, 3

seré cinco veces menor, o sea---- -  : y por tanto el cociente
4*  5

será igual a siete veces este número,

__ 3 = 3 * 7 _ 3 x

4x5 4x5 4x5

Luego: Se obtiene el cociente de dos fracciones miitipli- 
cando la fracción *livilendo por la inversa del divisor.

También puede demostrarse esta regla, observando que el nú 
mero que se obtiene aplicándola, es el que multiplicado x>or
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el divisor da un producto igual al dividendo,

50. Dividir una fracción por un número entero.- Sea por c-
3

jemplo:—- :5. Se trata de hallar la quinta parte de la frac- 
3 7

ción — - 7 esto se consigue, coiúo sabemos, multiplicando por 
* 3 3

5 el denominador: por tanto, — :5 ——. si el divisor —

fuese factor del numerador del dividendo se podrí (y debe ha
cerse! ¿í.m.dlr oí numerador por eT entero, dejando el misino 
denominador. Así: .J .. A '

14 ___ 14 : 7 r 2 *
~ ~9 ~T*

51. A-^ ILa.- para dividir un quebrado por un entero, se mui- 
típlica* el Sená- inador por el entero, de ¿ondo Til mismo ñumo- 
r o?or^_o so ~IIvidc sí es posible el numerador por el entero 
déj'raoocliai s: d eñomlnador.

52. Dividir un entero poi* un quebrado. Este caso se reduce 
al de dividir dos fracciones^ considerando al entero como uri 
queb r • o o cuyo* d ¿ñominador s en la unid ad «

., .JL~ * 4 . 54x7

53* División de números mixtos.- Para dividir dos números- 
mixfos7 se reducen a cuobreídos y se dividen como Óstos.

4~ • —— 19 x 3 — — 
3~ ’ 2 3 ~ ? A ~5 * 7 ~ 35*

54« La operación de dividir números implícitos, en la cual 
intervienen fr¿,cciones, se efectúa del mismo modo que se hizo 
cuando esos números eran enteros.

Por ejemplo. Dividir dos potencias semejantes de base frac 
cionaria. Se dividirán Las bases y el cociente se elevaría la 
potencia común.
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/1AS

I. Un cstu'.into c-: . ler. diario*  wte 4 horas en clases, 
3 h ras en estudia, «1 hura en el aseo^ 2 aura en las 
cor.idas y 3 - horas en el recreo. Cual es la cantidad to
tal de k tierno invertida en estas ocup .ci nos.?

II. Un', fuente <a 25 litros en 5 rinut s, otra 30 en 7 
rinut s y otra 35 en 8 rinut. s. Que cantidad de a ua clarín 
en un * inuto.?

de ' s fuentes
4;
en
rá

III. Un estanque recibe a ua d
rían, la riñera un 3 h,ras y la se un..a en 
d>s >rificios ca aces de v ciarle el rincr 
so und > en 6. Q““ ; —x~ *’ 1 -.....  —
una h.>ra, su uniendo 
y estén abiert>s los 
vier' riritivaénte vacío

IV. I ulti; licar :
A x 7»
5 7>

Que 1 arte del estanque se h.'l 
que corran a 
os orifici >s y

9

un \>ie 
ono el

que 1) :
¿esa ua
5 horas y el
llene.:

. L s d s 
estanque

erres’-ndo

r»
9 x

lo que significa el
3 

r Cueto.

llena
r

,-^aO un 
üientcs 
estv. -

r 
;

7
y 3

8
X

2 5— x —
7 6

V. Una persona a quien se ; re tunta que hora es, res - 
p nde que son los ¿ de los de los 4 de las 12 ho - 
ras. Que hora es ?.

VI. Un 5 de un tren recorre 43 leas. Cuento reco -
_ 4- .mera en una hora?.

VII. Una fuente d¿ 21 hl. en í de hora; otra, 21 en £ 
de hora. Corriendo las dos juntas, en cuanto tienpo llenarán 
un le osito de 500 hl.

VIII. Por cual fracción se divido cuando se suiaan 5 
unidades v. cala uno de sus toninos.

IX. Dividir :
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CAPITULO III

FACCIONES DECPiaLEg

mas,____ 
resultan, 
decimale

55. Lau unidad puede dividirse en diez partes iguales, que 
se llaman décimas: cada décima puede dividirse en diez partes 
iguales, que se llaman centesimas, y así sucesivamente, deno
minándose milésimas, die añilósimas, cienmilésimas, millonesi- 

diezmillonesimas, etc., a las unidades fraccionarias que 
Astas unidades fraccionarias reciben el nombre de

-- --- —Vz U .
Como

critura

. &
cuñal
c uiaTés . "

se ve, nosotros las hemos considerado ya y su escri- 
corresponde a 1, -1 , -1 , etc.

.ú..- ero decimal es el cyapuesto de unidades y partes de 
3s ae'Ir 'unidacT o tan sólo por unidades fraccionarias do

13 . 8
Así 2 -4- *—— —p —***

1 100 1000

2
8

es un número decimal; se compone este número decimal de
13 

y
1000 

reunion 
obtenu 
m. c .«.x.

(que le nodeœs suponer 1 como denominador) de
100 

cuyes denominadores son, respectivamente, 100 y 1000; 
do esta3 partes y aplicando el método de m. c. m. 
drá una fracción de denominador 1000, pues ¿ste es el 
de los denominadores, y se tendrá:

13 \ 8 2000
2 —p ----- -1 -——

100 *. 1000 1000

se

4-— 4--1 _
' 1000 ' 1000 1000

2138

57. Todo número decimal, como vemos, se puede reducir a u- 
na fracción, cuyo denominador os una potencia de ÍC^' que re
cibe el nombre de fracción decimal o sistemática; se usan por 
esto de igual manera las expresiones número decimal y frac
ción decimal.

Cada unidad contiene diez décimas, cada décima contiene — 
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diez centésimas, etc,, y por lo tanto, la nomenclatura y es
critura de los números decimales se podrá subordinar a los 
mismos principios que la de los números enteros, Eo existe 
mas que una diferencia: En los números enteros, el último 
orden enunciado o escrito era siempre el de las unidades; en 
los números decimales, el último orden enunciado puede ser 
cualquiera,

1 decena — 10 unidades
1 unidad ~ 10 décimas
1 décima. — 10 centésimas

adjunto se ve la rol’ción que*  existe entre u 
orden y la. inmediata inferior,

Así diremos: 33 unidades, 45ó milésimas, 534 millonésimas

59, Un número decimal se escribe de izquierda a derecha ¿ 
colocante los rimeros que expresan sus clases unos a conti-* • *~ . *•* — - — - — —— ■ • - j Z " - -

s, de unidades de di-

es de unidades

En,el cuadro 
na unidad de un

Todo número decimal se compone, pues 
ferentes órdenes en número inferior a diez.

De la i 
enteras se clasifican por clases (unid-ues, 
nos), etc., y en cada clase 
mismo modo en los números decíanles 
mas clases de unidades decimales, que se llaman de las milé- 

de* * las millonésimas, de Irs milrlllonósimas, ote,, en 
en ol de las milési- 

unidades, decenas y centenas de rllósimrs; que son,res- 
décim-oT en el de las 
_____ millonésima; 
t cicnralésimas y diez

oisma manara. que los dl?cr' -naos Oí'dzn 
millares, milio

so comprenden tres órdenes; del 
, su distinguen las mis-

simas, de’las millonésimas, de Irs milmillónósimas 
cada clase se comprenden tres órdenes;
mas;___________________________ _______
pe¿tiva.mente, milésimas, centesimas ¿ 
millonésimas; unidades, decenas y centenas de 
qñ^Tson, respectivamente, millonésimas" 
milésimas, y así sucesivamente.

Q *

53, Un número decimal se enuncia expresando los números 
de los 'difcrenKs Órdenes do unidades que contiene; pero es 
m¿s conveniente expresar las clases o grupos deunidades 
principalcs; la última clase puede no con ten ;r -jiié's que uno 
o dos ordenes de unidades, y pgy lo tanto se enunciaré como 
un nfaoro de una o dos cifras., con la denominación de la de 
sus unidades.
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nuación de otros, teniendo cuidado de que los diferentes ór
denes de unidades que contienen se coloquen en ordon decre*

enun- cionteg^ra poner de manifiesto el último orden decimal > 
ciado', se escribe una coma a la ¿ercelia do la cifra de las u-
nidades simples; esta como separa las unidades enteras de las 
fraccionarias. Si el'n&ero decimal carece de parte entera se 
escribirá'¿n su lugar 'unceroy si careciese ¿e algún orden 
decimal, so ocupa su lugar correspondiente también con un ce
ro

Así: escribir el número decimal, 33' unidades, 4 milésimas , 
523 millonésimas, 42 cienmillonésimas.

3e tendrá: 33,004. 523 42

60. LAOTlEt. DE 103 NTr £03 £.- 3c lee el número
de unidades enteras yr después el de las decimales, o por cía- p o c. x kav uuuxáaxvQ j W \z-uca—

sos. expresando en la última clase el" nombre del ultimo orden
cíecm iñJ cuc con te nga o como si fuera enterox dándole la deño- 
L^ajjio^Túc coarc^>onde a su áltima cifra» Otra manara de fe 
er un decimal és leyéndolo como si fuera un número entero y 
czrpresyido el orden dec£ al' que corresponde ~a su áítina ci
fra; de esta mañera el numero anterior se leerá: tres mil o- 
cHoc lentos millones cuatrocientos cincuenta y dos mil ocho
cientas cuarenta y dos cienmillonésimas«

61, Todo número decimal o fracción decimal (57), se pue- 
de escribir co..K> las fracciones ordinarias; bastará para ello 
poner por numerador eTnSmero escrito, prescindiendo de - - ■— ■ ...... ■■■■■ . ■ i ■ ■ -r s ■ y—t~’ >---- - ■_poner”"por numerador el numero escrito^ prescindiendo de la 
cóma y por denominador la unidad seguida de tantos ceros co
mo cií?¿ts" decimales tonga olnui.icro.

¿*.sí, el número decimal 3,405 se escribirá en forma de que-
, A , * 3405 < orado--------- . >

1000
Las fracciones decimales tienen las mismas propiedades que 

las ordinarias, poro cuando aquéllas se escriben en forma en
tera, es decir, empleando una coma, esas propiedades se tra
ducen en reglas prácticas que simplifican las operaciones nu
méricas.

62. Una fracción decimal no s.? aJ.tarn, escribiendo o sy-
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primiendo ceros en su derecha.
Si al numero décima! 2,14 se le agregan dos ceros, 

ejemplo, a su derecha, se forma el número 2,1400, que 
tiene los mismos números de unidades, tanto enteras 
decimales; también se puede poner de manifiesto esta propio 
dad, así:

por
con
como

214 21400 214 '
2,14—------ ; 2,1400 ~------------ Z2------- <

100 10000 100

63> Si en una frr.cción decimal se corre la coma 1,2,3». •
lugares a derecha o izquierda, el decimal queda multlpll- 
codo o dividido por la unidad seguida de tantos coros como
jugares se co rrió la coma.

Sea el numero 3,1823; si se corre la coma dos lugares a 
la derecha, .resultará el número 318,23, que vano*  a probar 
que es cien veces mayor que ol dado»

• 31823
318,23 =--------

100
Vemos que se pasa de la primera fracción a la segunda, di. 

vidiendo su denominador por 100 y por lo tanto ha , quedado 
multiplicada por 100.

RaGLA«- Para multiplicar o dividir un decimal por la uní 
dad seguida de ceros, basta correr la coma a la derecha o a 
la izquierda tantos,lugares como ceros acomraikwL a~ la/uñl~ 
dad. Si no hubiesen cifras bastantes se suplen con coros.
-■ ,,,, —. . .   .„y. '■ — ■ ■     

.En efecto: la cifra 3, que en el primer número represen
ta unidades, en el -transformado por movimiento de la coma 
representa centenas; la cifre. 1, que representa décimas, re 
presenta ahora decenas, y así sucesivamente, y como las cen 
tonas, decenas, etc,, son cien veces mayores que las unida
des, decimas, etc., el número habrá quedado multiplicado — 
por 100.

T. nbien puede ponerse de manifiesto esta propiedad del 
modo siguiente:

31823
3,1823 —---------

10000
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Así : . 3,1415 x 100 314,15
3,1415 : 100 = 0,031415

64e ADICION Y SUSTRACCION.- Los números decimales se suman 
y restan como los enteros; es tan sólo preciso tener cuidado 
que al escribir unos debajo de otros se correspondan las cotias 
con lo'cual se'corrcsponder&i toóos ios ordenes de unidades.

Así, prra'efectuar'la suma 3,14 -j-'22,143 4-~Ó,032, se dis
pondrá del modo siguiente:

3,14
22; 143 

_ 0.032
25,315

La. coma del resultando debe corresponderse con la de los su
mandos. ■ ’•

Restar de 145,24 el número 96,145.

145,24
96,145
49,095

Se supone que el minuendo y sustraendo tienen el mismo nú
mero de cifrc-s; para ello se suplen con ceros los órdenes, 
que falten; en el ejemplo propuesto hemos supuesto que la ci
fra de las milésima en el minuendo es cero. La coma del rosto 
debe corresponderse con las del minuendo y sustraendo.

número

2, 142 X
2142
1000

y por lo tanto,

2,142x0,16~
2142
1000

16 21¿*2 x A6 — 34272

* MULTIPLICACION DE NUMEROS PEPEALES«- Sea el 
2,142 que se Ha áe multiplicar por 0,16.

Se podrí escribir:

100 ~ 1000 x 100 “100000
034272

de donde se deduce la siguiente práctica:
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66o Consideraremos dos casos:
lo,Dividir un decimal por un entero,
ICGiu;,- rara dividir un decimal por un entero, se presein- 

de de la coma en el dividendo y sequera como si fueseiT ente
cos.» Hallado el cociente entero, se separan de su derecha,con 
una coma^ las cifras necesarias pera que exprese unidades de- 
cimales del mismo orden que lasdel diviaeñdo^

Si queremos nallar el cociente de dividir *2,361  por 7; sa
bemos que este será la séptima parte de 2,361, o sea de >2361 
milésimas; obtendremos, pues, el cociente dividiendo 2361 por 
7 y haciendo que el resultado exprese milésimas» La operación 
se dispone del modo siguiente:

2,361 L?_______
26 0,337

51
2

-sste cociente es aproximado por defecto: el cociente exac

to se obtendrá agregando al hallado la fracción — de mí 1 /- 
7

sima»

x^l numero 0,333 será aproximado por exceso; ambos se di fa

los

rancian del exacto en menos de 1 milésima» La aproximación — 
del cociente puede llevarse hasta el orden decimal que se ne
cesite; cuando no sea exacto, bastará para ello escribir 
ceros que sean precisos a la derecha del dividendo»

Asi, hallar con menor error de 1 milésima el cociente 
dividir 2,3 por 3.

de
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La operación se dispondrá del nodo siguiente;

Hemos agregado dos ceros al dividendo rara completar el nú
mero de cifras neceser o para obtene- el r. r-.iente con menor 
error que ei limite considerado y hemos obtenido 0,287 para co 
ciente, con menor error de 0,001.»

6Z,.
por ’in d?c

Qrr-sV’l decimales o de un entero
Á * al cec uerle do dos niñeros no se altera mul

tiplica el civil ende y- el divisor por un mismo número;siem
pre se aOi T , núes, redar xr este caso a uno en que el divisor • 
soa entero, para-ic c.d bastará multiplicar el dividendo jr el 
divisor por unidad seguida de tantos ceros como cifras de
cimales tenga e*  c: visor./

Así: 3,13 : 0,143 xx 3180 : 148.
y temblón, 3,241 : 1,lo xz 324,1 : 116.

Jn los eje . los anteriores, henos multiplicado el dividen
do y divisor ce la primara división por 1000 y en la segunda 
por 100, habiendo quedado reducida la división de decimales a 
la de dos números enteres en el >rimer caso y a la de un de
cimal por un entero en el segundo,

RaC-L.. • crd Iv.idl r p;p.pmcro entero por un decimal o dos 
decibles«*.  s^i_rxa ’ vjx;ícA\ P°^ unidad seguida de tan
tos cero.» .lililíel divisor y quedará re
ducida la operación a dividir dos números enteros o un decimal 
por un entero.
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REDUCCION DE FRACCIONES ORDINARIAS

D^lít-LEo I VICEV&iSÁ

63. Una fracción ordinaria irreducible, puede ser igual a 
otras muchas de diferentes términos y claro es que entre és
tas puedo haber alguna fracción decimal.

3ca la fracción ordinaria irreducible —; si puede 

¿ual a una fracción decimal, esta será de la forma 

que ¿I representa la fracción decimal, prescindiendo de 
:.a, y h el número de cifras decimales de la misma: se 
escribir:

ser i-

en la

la co
podrí

x
b 10*

de donde,
a x 10*

x —---------------

x
es nre
con -

b
Como x debe ser un número entero, es preciso que a 

sea divisible por Jb, y cono b y a son primos entre sí, 
ciso que b sea divisor de 10- , lo cual exige que ¿ no 
tenga otros factores primos que el 2 y el 5, toda vez que — 
10*  “ 2n x 5*;  también se ve que el mayor de los exponentes 
de los factores primos do b, es igual a r^.

La reducción de una fracción ordinaria a decimal, queda 
pues, reducida a la determinación del número x y éste es el 
cociente de dividir a x 10*  por _b_.

REGL^.- Para reducir una fracción ordinaria o decimalt se 
• ultiplica el numerador por la unidad seguida de tantos ceros 
como indi¿fac el mayor de los exponentes de los factores pri
mos 2 y 5 del denominador y del cociente obtenido, se separan 
n cifras decimales.

. ——————— 3

.Ejemplo: Reducir a fracción decimal la ordinaria —puesto
• 3 . . 40 ‘

que 4b — -^2 x 5, multiplicaremos el numerador 3 por 1000, 

A
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dividiremos el número que resulte por 40 y separaremos del co
ciente tres cifras decimales.

Así:
3000 I ¿tO_______

200 ye
00

3 __
Luego, x -rm: 75 y por lo tonto — — 0,075

40
62^ cade el denominador de una fracción irreducible no 

contiene los f actores primos 2 y 5 o contiene al'-uno do es - 
t°Sj y otros, le. fracción no se reduce exactamente a decimal«

70« '.'1 valor de un.; fracción cualquiera puedo obtenerse con 
Una aproximación déte rabiada.- Supongamos que se desea obtener

el valor de la fracción ~ con un error menor o
j al mayor número de centésimas contenidas en 
bir:

x
100

x-F 1
100

y por tímto, x <
a x 100 ,

------------ <—<x 4-1.
b

podrí escrio

lo cual quiere decir que x es el cociente entero de dividir — 
a x 100 por _b.

Luego, para hallar el valor de una fracción con menor error 

de —basta multinlicar su numerador por n, dividir el produc 

to por el denominador y hacer que el cociente exprese unidg¿p¿ 
fraccionarias de denominador n«

3 1Ejemplo: Evaluar — con menos error de

_
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3e dispondrá la operación del modo siguiente:

3000 | 7________
20 428
60
4

Luego*, 0,423 es el valor de— por defecto con menor error 
de 0,001. 7

La regla anterior sirve para aproximar el cociente de dos 
números enteros y obtener su valor con menor error
0,01 etc.

Hallar el cociente de los números 3#5 7 56; puesto que es
tos números son divisibles por 7; se podrá hallar el cocientej 
de los números 55 y 3, que son los cocientes de dividir aqué
llos por 1, y se tendrá:

55 j 8________

70 6,875
60

40
0

71. Cuando de una fracción ordinaria cuyo denominador es 
primo con 10, o contiene los factores primos 2 y 5 y además 
otros, se quiere hallar su valor aproximado en decimales da 
lugar a una fracción decimal de ilimitado número de cifras. Es 
ta fracción decimal tione la particularidad de ser periódica, 
es decir, que sus cifras se repiten continua e indefinidamente 
a partir de unr de ellas; el grupo de cifras que se repite se 
llama período; éste puede comenzar en la cifra de Los décimas 
y la fracción decimal se llamo, periódica pura, o tener una par 
te que no se repite, y entonces se llama pe^ódica.jnixta; el 
grupo de cifras que no se repite se llama parte no periódica.

72» TEORilLl.- Cuando una fracción ordinaria no se, _reduce 
exactamente_a. decimal, da lugar a una fracción periódica.
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Ejemplo: ~ si se

ción en menos de 0,1,

117

hallan valores aproximados de ésta frac

0,01, etc., se tendrá:

30 |_7______ _______
2°0 0,(428571)4...

40
50
10
• 30

En las divisiones efectuadas, el primer resto es el que co 
rresponde al primer dividendo, o sea 3* todos los restos son 
menores que el divisor 7; luego, cuando hayan aparecido a lo 
más los restos 1, 2, 3) 4, 5, y 6, se repetirá alguno, y por 
lo tanto, se repetirá un dividendo parcial, y por consiguien
te la cifra del cociente, y desde eso momento, se repetirán - 
todas en el mismo orden.

73. Las ’ fracciones periódicas suelen escribirse, encerran
do en un paréntesis el período, así:

2,(124) periódica pura, y 5,14(56) periódica mixta 
_2
27
da

Reducir a decimales las fracciones

. tiene su denominador primo con diez y 
periódica pura:

324 -
y ; la primera 

lugar a una fracción

— 0,(074)

La segunda tiene en su denominador 
más otros y se reduce a una periódica

el 
mixta

factor primo 5 y ade

— 1,25(142357).

85 es la parte no periódica y 142357 es al período.
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REDUCCION DE FRACCIONES DECP^LES A ORDINARIAS

74. Las fracciones ordinarias irreducibles hemos visto 
que originan tres clases de fracciones decimales: exactas, 
periódicas puras y periódicas mixtas.

75. Tres casos, pues, debemos distinguir en la reducción 
de fracciones decimales a ordinarias.

lo, que la decimal sea exacta,
2o. que se¿; periódica pura.
3o. Que sea, periódica mixta.

7ó. lcr. caso.- Sea la fracción decir.al exacta, 2,143. 
Por las regías dadas, para la lectura de los números deci-

2143 males, sabemos que ese numero es igual a ™£qqq

REGLa.- Para transformar una fracción dcqínr.1 exacta___ en
■ ------- ■ 1 r . r - —’ 1 ' ’ "

ordinaria< se pone por numerador el ducJL.i 1 sin La_____ coma,
y por denominador la unidad seguida de tantos ceros como ci
fras decimales tiene.

El denominador de la fracción ordinaria eneratríz de una 
decimal exacta, no contiene más factores primos que el 2 y 
el 5; lo mismo ocurrirá con la fracción irreducible a que se 
llegue por simplificación.

77. RECIPROCO DEL TZORZ^ ( 68,.- El denominador de la— 
fracción ordinaria irreducible generatriz de una . dqftffinl 
exacta, no contiene más factores primos que 2 y 5.

73. 2o♦ Cx.30,- Que la fracción decimal sea periódica pura. 
Sea la fracción periódica pura 0,(18).
Llamemos f a la fracción ordinaria equivalente y tendre-

mos:
f= 0,(18). (1)

Si los dos mienfcros de esta igualdad se multiplican por 
100, tendremos:

100 f 18(18) (2)
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toda vez que si se corre la coma dos lugares a la derecha,el 
número de períodos iguales a 18, seguiré siendo ilimitado.

Si de la igualdad (2) restamos miembro a miembro, los de 
la (1) se tendrá:

99 f ~ 18. de donde,

f ~'99 ’
_79. Para redimir una fracción periódica pura___ a

ordinaria» se pone por numerador el período y por denomina- 
dor_un número femado, j.*or  tantos nueves come cifras tiene el 
periódo .

80. u .13^ ¿V. Jipi .- El denominador compuesto de nueves, no 
contiene ni el f¿ ctor 2 ni él 5; lo mismo ocurrirá .después 
de simplificada la fracción.

81. .- J1 denominador de la fracción irreducible
?gj?i valen te una decimal periódica pura» es primo con 10.

3er,. f¿ ¿SO,- Que la fracción decimal dada sea periódica — 
mixta.

Sea la fracción 0,14(256),
llamemos f a la fracción ordinaria generatriz y se podrá es
cribir:

f =0,14(256)

Si multiplicamos los dos miembros de ésta, primero por 
100 y después por 100000, so tendrá las dos igualdades si
guientes:

100 f — 14,(256),
íooooo f —14256,(256),

y restando miembro a miembro, resultoxí-:

y por lo tanto:
99900 f —14256 — 14,
f_U352.^_U ()

99900
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82« P2SGL..- Para convertir una fracción decimal periódica 
mixta en ordinaria, se pone por numerador el número formado 
con la parte no periódica seguida del período^, menos la parte 
po periódica y. por denominador tantos nueves corno cifras tie
ne el períódo. seguido de tantos ceros como cifras tiene la 
parte no periódica,

OPSZRVóCIONLa última cifra del período no puede ser i- 
gual a la última de la parte no periódica, pues entonces el 
período comenzaría en la cifra anterior; el numerador (3) no 
puede, pues, terminar en cero; lo cual quiere decir que al 
simplificarla, no pueden desaparecer a la vez los factores 2 
y 5 del denominador; tampoco pueden desaparecer todos los dis 
tintos del 2 y 5, porque si esto fuese posible, la fracción 
originaria una decimal exacta.

• 33« TEORid __La fracción ordinaria irreducible generatriz 
de una deciisr.l periódica rdxta^ tiene en su denominador fac
tores primos 2 y 5 y ademó.s_otros distintos.

84« TEOilETA RSCIPRQCODEL ( 81) -°úa fracción irreduci
ble cuyo dcnor.dnador sea primo con se transforma en frac
ción decimal periódica pura,

8$. TEü*¿E¡íÁ RECIPROCO DEL (33). Toda fracción irreducible 
cuyo denominador, ademas de los factores primos 2 y 5, contie 
ne otros factores, origina unafracciór. decimal periódica i.iix 
ta ♦

En efecto: Sólo tres chases de fracciones hemos visto que 
se pueden originar, y en esta hipótesis, no puede ser exacta 
ni periódica pura, porque en ambos casos el denominador de la 
ordinaria correspondiente no cumpliría con las condiciones — 
del enunciado.

JJ ácidos.

I, Se-fin el Censo de 1940 los ¿ riñe i ales cultivos (exclu
idos pastos) se distribuían respecto al total de los mismos 
en la República Dominicana, como siguen : Plátanos 18,1 
Caria 14,3 % ; Cacao 11,1 % ; Café 9,9 % ; ^rroz 7,7 & Ha
bichuelas 3>Ó % ; Guineos 2,2 % y Tabaco 1,5 '¿ue fra
cien deci nal en centesima le nuedaba al resto de los otros 
cultivos.



II. En 1939 las dos i rovincias oue ñas Cacao cosecharon fue 
ron las de Duarte y La Vera con 11 442, 9 y 6 406,7 tone 
ladas res; activamente y las que nenes, las de Libertador y 
Distrito de Santo Domingo que figuraron con 3,9 y 4,3 tonela
das. ln cuanto superaron las dos primeras a las dos últimas?

III. Multiplicar :
3,27 x S ; 172 x 1,5 y 9,62 x 0,07
y expresar el significado del roducto.

I.. l.ulti. licar los anteriores multi lict.ndos * or sus raulti 
; licadores expresados en centésima. "

Para el rimero, tcndriaix>s :
80C

•3,27 x — •
xr t 4 4- i . 100• . lnter_ retar los productos cono tantos or ciento.
VI. oiencó la su erficie cultivada de la • rovincia Ovarte 

de 67,517 hectáreas, y re -resentando el 44,542 lo dedicado a 
cacaotales. Ci antas hectáreas se cultivan de cacao.

VII. Dividir 0,3: 6 ; 6 : 0,3 y 0,05 : 0,3
Inter -rotación de les resultados.

VIH. a) k.llar la cantidad do pesos que al 600/» sea 0,3 de 
peso.

b) ’¿aliar la cantidad de . esos cuyo 302 es 6.

c) Hallar le cantidad de esos cuyo 32 es C,06.
IX. 31 la i rovincia Duarte dedicó 30,070 hectáreas a Cacao- 

que re rescrita el 44,542 de su extensión laborable. Cuál es 
esta extensión laborable.

X. Si de 67,517 hectáreas se dedican 30,070 al cultivo de
un fruto. Me tanto or ciento de ellas representa este cul 
tivo. *



LIBRO -IV
LOS iaJMLROS INCOIA lENSUrLJBLES

I LAS RAICES EN GENERAL

C A 1 I T U L O PRIMERO

BREVES IDEAS SOBRE EL NUMERO INC0NLE3JSUIUBLS

86• Cuando tina cantidad const¿uite no os múltipla do la 
unidad, ni de ninguna de sus partes alícuotas, es imposible 
expresarla ni por un número entero ni por un fraccionario; se 
pueden entonces medir una serie de cantidades conmensurables, 
que se aproximan a ella indefinidamente.

87Cantidad variable es la que.puede toianr una serie de 
valores determinados con arreglo a una ley.

38, Límite de una cantidad variable, es una constante.a la 
cual se aproxima inde finid; jaente la voriab.'./:, en condiciones 
tales, que la diferencia entre la constante y los valores por 
que va pasando sucesivamente la variable, pucd-ji llegar a ser 
y continúen siendo menores que cualquier cañti&d' dada por 

pequeña que sea..

89» Las cantidades variables pueden o no tener límite <
Las cantidades variables pueden tomar valores mayores que 

cualquier cantidad dada por grande que sea; estas cantidades, 
se llaman infinitamente grandes; pueden tomar valores meno
res que cualquier cantidad dada por pequeña que sea, y enton
ces se llaman infinitáronte pequeñas; las cantidades que no 
varían de una de esas ix.ñeras, se llaman finitas,

El número n, considerc.do como de la serie natural, es va
riable infinitamente grande, puesto que puede sor mayor que 
cualquier número dado»

El número — teniendo n el significado anterior, es 
n

»L
IA

-
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variable infinitamente pequeña.
La longitud que puede una persona recorrer, es variable pe 

ro finita.

90. Una variable se llama continua o se dice que varía de 
un_Modo continuo, cuando al pasar de .un valor dado a otro tam 
bien dado, pasa por todos los intermedios o comprendidos, en
tre arabos,

91. Todo numero inconmensurable puede expresarse por un 
número entero, con menor error de una unidad y por un-fraccio 
nnri? con menor error que una unidad fraccionarla dada.

Sea el número inconmensurable A; si se forma la serie natu 
ral

1.2.3...  K, K -+-1...

el número 1, se hallará corprendido entre dos números de
la aisma; por ejemplo, entre K y K-f-1 y diremos:

K < A < K 4" 1

del mismo modo, si formamos la serie
1 2 3 K K-t-l
n

A < 1, 
se podrá escribir
el número

9 n , n......... n n
estará comprendido entre dos de la serie y

K
— <n

K 4- 1
A < ---------- ..

n

KComo la diferencia entre

. k-4-1
cia-------- -

n n
valor del número se toma*

que

se

/
A o j x

K
n n

n

es-i, la diferen- 
n i

1 y cuando por 
n

que se comete por

exceso un error menor que i; cuando so toma por valor
n ,i 3'i rt



124 .UlX'lllEl'l'XG/i

K
A el número — se dice que se comete un error por defecto in . n —

1
fe rio r a — •n

Las operaciones con números inconmensurables se efectúan 
sustituyéndolos por números conmensurables que se les aproxi
men indefinidamente*

II, R. DICCION

100. Radicación es una operación inversa de la clevacióp a 
potencias y tiene por objeto^ dados la potencia y el expo
nente aallar la base. Zsí: ~ Á (1), la operación que
determina conociendo ú y n, se llama radicación y se exprc 
sa del modo siguiente:

(2)

vemos, pues, que las igualdades (1) y (2; son equivalentes.
•

- JLO1. Los números _A, ¿ y n, que en la primera . igualdad 
se llaman potencia^ base y exponen^c, en la segunda igual
dad se Hernán radicando, raíz o índico.

102. Las raíces de los números se clasifican por el ín
dice y se llamen cuadradas, o de segundo grado cuando el 
índice es 2; cúbicas, o de tercer grado, cuando el índice 
es 3, y en general de cuarto, quinto, etc., enésimo grado 
cuando el índice es 4, 5».*n.

1Q3. Si la raíz enésima, de un número entero es otro nú
mero entero, el número se liorna potencia exacta del grado n 
y 30 dice que tiene raíz enésima exacta,

Así, puesto que 3¿ — ó¿ , la raíz curdrada de 3¿> será 6 
y el número 36 se dice que es cuíidrado perfecto, o lo ”que 
es igual, que ti no raíz cuadrada exacta’; la operación se 
indica así:

V36 — 6 .

104# TLOitl xk.- Si la raíz enésima de un número entero ncff 
£S-¿tr¿ r.fcteri - Aoro^ tcmpoco ser? igual a un número frac*»
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donaría y por lo tanto será iriconmen-m rabie t_
Sea el número 114.» que no es cubo perfecto, toda vez «’*quo 

se halla comprendido entre los cubos de dos números enteros 
consecutivos, puesto que se tiene:

4 < 114 < 5 •

La raíz cúbica de 114 no es, pues, 4 ni 5; nís se alejarán 
de su verdadero valor, los números menores qué 4 y los mayo
res que 5 o

Un número fraccionario irreducible comprendido entre 4 y 

5, no ruede ser la raíz, porque si lo representamos por ~~ el 

cubo de este n&aei'o surá , también irreducible y por lo o*
tanto imposible que sea igual a un número entero; si, pues, la 
raíz cúbica de 114 no es igual a un numero entero, ni a un 
fra.eelo*•. xto, te r'ri que ser inconmensurable.

li 51 íi los dos términos de un quebrado irreducible 3™i jpo 
ienelas m: ctas del < rado n, el quebrado rabien lo es_ y__se
obtiene la rc.iz enésima de aquól ♦jae.biaú?, extrayendo La ra,> 
enéskia te s ■ ir. dos^t^rrv.nos,- Así, el quebrado irreducible

—— tic.-c r cuadrada exacta, porque sus dos terrinos son 
25
cuadrados perfectos y so tiene:

7T ___2
vir 7

106« TLORZEIL» Lo raíz enésimo, de un quebrado irreducible , 
no puede ser iguaJ. a un número entere, y por tanto, si 5 
igual a otro quebrado irreducible, será inconmensurable,

La condición para que un quebrado irreducible tenga raíz 
enóíina exacta, os que la tengan sus dos ter anos, o lo que 
es -guai, que sus dos términos sean potencias enésimas exac
tas A * * ¡ríjii
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•xi
el quebrado irreducible — siSea

ta será otro quebrado 
escribir

irreducible que

tiene raíz enésima exac*

11 emano s ~ y se podrá 
b

a

b

J»í ’
o tar.bien b"

Ahora bien, siendo 
nen que ser idénticas,

irreducibles 
y por lo tantos

? y B - P

estas dos fracciones, tie-
B

A

Como se desea probar»

107» TEOtü&A.- La raíz enésima de un núnero inconnensura- 
ble es también inconmensurable,«

La radicación es una op>. y ción unifoir^^ es e.ocir, que 
si de los dos miembros de una x¿;ual&«d so extrae una miaruC. m— 
í2> se obtiene otra igualdad,. y ai de los__dos_ rmembros de una 
desigualdad se extrae una misiva raíz, lcr_^.-.r-forman u- 
na desigualdad del mismo sentictu <ue la» propuesta»

Así, de la igualdad A ~ B resulta esta otra tyTrxtyñ? 

de La desigualdad A> B resulta esta otra ^^37

Esta propiedad es consecuencia de la ley de uniformidad de 
la potenciación.

RADICACION DE NULE303 EILICITOS. D/J)OS FORIL» D£
POTENCIAL» FRuDJCTOL Y CuCI JmTEO.

109» TEDrtE¡íA.~ La raíz de una potencia de un número, cuyo 
exponento es múltiplo del índice» se obtiene elevando ese au
roro a una potencia» cuyo exponente sea el cociente del expo
nento por el índice»

Así: V* - <"-8:A Z
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porque en efecto,

La RaIZ óUAD/ulz.*

(¿t -
110, La raíz enésima de un producto, cuyos fac

tores sean potencias exactas del grado n, se obtiene extrayen 
do de todos los factores- la raíz enésima y multiplicando los 
resultados,

En efecto: el primer miembro elevado a la potencia P, nos 
da por resultado A, B. 0. y el serondo también nos da A.B.C. 
lo cual pruebh que forman una igualdad.

La raíz enísima. de un .cociente se obtiene dividiendo la 
raíz enísima del dividendo por la raíz enísima del divisox’

En efecto: Si — — C, se tendrá A ~ B, C y‘por tanto

Como se deseaba probar.

RAIZ

111, Se llama. r¿.íz cuadrada de un minero, otro número que 
elevado al cuadrado, lo reproduce.- Así la. raíz cuadrada de 
49 es 7, toda vez que 7a- X 49.

112. Cuando un número no es cuadrado perfecto, se puede ha
llar su raíz con menor error de una unidad: a esta raíz se le 
llama raíz cuadrada entera: es, .? r lo tanto,. la raíz cuadrar 
da del nr.;yor cuadrado entero contenido ca el número dado.Así• 
estando oí número lo comprendido cutre los cuadrados de 4 y 5
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se podrá escribir:

? < 18 < 5X

luego, la raíz cuadrada entera de 13 es 4.

113* So llama resto en la operación que determina la raíz 
cuadrada entera de un número, a la diferencia que existe en
tre el número y el cuadrado de su raíz cuadrada, entera,

..sí, siendo J2 un número cualquiera, si llamamos la ra
íz cuadrada entera y ¿d rosto, se tendrá por definición:'

o .
de donde se deduce: M T7 a —4— R.

114* TEOAEL.- La raíz cuadrada con menor error de una 
unidad de un nfaicro curlíiuj.,rc. Ccntcrof fr„;¿¿.«üí-ÚSU?-----ia=
conmensurable \ es igual a la raícual xa onagra de su p-£ 
te entera,

SeaJJ el número y a su raíz cuadrada entera; llamemos ¿ a 
La parte entera de H*

El número Ij estará comprendido entre los cuadrados de a y 
de a -4- 1, y se podrí escribir:

< N < (a 4- DX
O

es evidente que A (a 1) ; por otra parte, siendo
igual o meyor que ¿*,'7 por ser este número entero, se podrí 
asegurar que A aX .

Se tiene, pues: a < A < (a 1)

lo cual prueba que la taíz cuadrada entera de N, que hemos 
supuesto que era a, es también la raíz cuadrada entera de A¿ 
que es 1¿. parte entera de J.

Sicnprc que se desee obtener La raíz cuadrada de un núme
ro con menor error de una unidad, no habrá, pues, necesidad 
de considerar más que números enteros.

• Así L raí7 cuadrada entera de 3,56 es La misma que la de
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8 y por lo tanto 2: la raíz cuadrada entera de

es la de 6 y por tanto también 2.
R/JZ CUADIt-D/, DE UN NUi jRO ENTERO COI! ¡TENOR 3?R0R DE UN.;

UNID
115. Tres casos deben distinguirse: lo. que el náracro da

do sea menor cue 100«. 2o» Que sea mayor queloo 2^ menor r"~qüe 
10.000» y 3o» Qac sea un número entero cualquiera»

113» 1er. C .30. - Si el número dedo es menor que 100, es 
evidente que su raíz cuadrada entera ser* menor que 10 y se 
obtendrá sabiondo de memoria los cuadrados de los números de 
una sola cifra.

Números: 123456789
Cuadrados-: 1 4 9 16 25 36 49 64 SI

Ejemplo: La raíz cuadrada entera de 75, será 8,toda vez 
que 75 es un número comprendido entre los cuadrados de los 
números 8 y 9; ul resto será la diferencia entre 75 y 8*, es 
decir, 11; se podrí escribir:

75 — /-+- 11.

117. 2do. O..SC.- Cuando el número dado es mayor que 100, 
su raíz cuadrada entera es por lo menos igual a 10 y si al 
mismo tiempo dicho número es menor que 10,000, su raíz cua
drada entera será menor que 100, pues de la limitación: 
100 < H 10,000 se deduce esta otra :

1C < \/~ < ICO

La raíz que 30 busca es, pues, un número de dos cifras: u- 
nu representará las decenas de la raíz y la otra será la ci
fra de las unidades.

118. TEORUL..- JuT. cifra de las decenas de la raíz cuadra 
da entera de un número menor que 10.000, se obtiene extrayen 
do la raíz cuadrada entera del número de sus centenas.

Ser el número 3845V~como el número de * e-:s ce* ¿tenas es 38



130 

y la raíz cuadrada entera 33 es ¿cta será la cifra de 
las decenas de la raíz cuadrada entera de 3346, es decir, que 
la raíz de este número estará comprendida entre 60 y 70.

En efecto: el cuadrado de 6 puede restarse de 33, y por 
tanto el de 60 se podrá restar de 3300 y con mayor razón de 
3346; el cuadrado de 7 no puede restarse de 33, y por lo tan 
te significa eso, que le excede por lo menos en una unidad,— 
luego el cuadrado de 70 no se podrá restar de 3300, puesto 
que le excederá por lo menos en una centena y por lo tanto 
tampoco se podrá restar aún de 3346, se puede, pues, escribir 

602 < 3?4ó < 70*

lo cual prueba que 6 es la cifra de las decenas de la t¿íz 
cuadrada del número dado.

119* TEORgiu- Si del número dado se resta el cuadrado, de 
las decenas de su raíz y el número de las decenas del pesto 
se divide por el duplo de la cifra de las decenas,’"el ooclen^ 
teobtenido será igual o mayor que la cifra de las unidades.

En efecto: En el ejemplo considerado, siendo la cifra de 
las decenas de la raíz cuadrada entera 6, y co-g oniondose el 
cuadrado de la raíz, del cuadrado de las decenas (que es un 
número exacto de centenas), del doble producto de decenas por 
unidades (que es un número exacto de decenas) y del cuadrado 
de unidades, si del número 3346 se resta el cuadrado de 6 de
cenas, que es 36 centenas, el resto igual a 246, contendrá 
las otras dos partes del cuadrado de la raíz y además el res
to de la operación.

Este número 246 es, pues, igual o mayor que el doble pro
ducto del número de decenas por el desconocido de las unida
des ; llamando x a este número, se podrá escribir:

246 y 2 . 6\ 10 1 x

d 246 12 . x . decenas.

o 24 decenas 12 . x . decenas

y también 24 12 # x; de donde
x 24 : 12



como se deseaba probar.
La operación se dispone del modo siguiente:

\¡3 B'U 6
3 6 0 0

6.2

2 4 6
3 3 4 4

1 2

2

y se dice: la raíz cuadrada de 38 es 6; el cuadrado de 6 dece 
ñas es 36 centenas, que rostradas del numero, dan una diferen
cia igual a 2Z|6: el número 24 de las decenas de este resto se 
divide por 12, (duplo de las decenas do la raíz) y el cocien
te 2, será la cifra de las unidades u otra menor; para compro 
bar esta cifro, 3e eleva al cuadrado el número 61, y como el 
resultado igual a 3344 se puede restar del mimero dado, la 
cifra Z os buena, y la diferencia igual a 2, será el resto de 
la operación, midiéndose escribir:

3346 = 62X -h 2

rápido, observando que del número 3&4ó se ha restado ya la 
primera parte del cuadrado de la raíz, o sea 36 centenas, y 
por tonto, del resto hallado 246, se deben poder restar las 
otras dos partes del cuadrado de la raíz, o sea:

2.6 . 10 . 2-f- 2* ~ (2 . ó .10 -f-2) x 2~ (12.10 4-2),2

= 122 x 2 244

Luego' Para cctq?robar la cifra de las unidades a se escri
be a la derecha del número 12 (divisor), se multiplica el nú
mero formado por ella, y si este producto se puede restar, de 
la diferencia anteriorTTá cifra será buena y obteñSremos el 
resto de la operación: ésta se dispondrá del modo siguiente J 
se efectuará con la siguiente regla práctica:
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\3 8 4 ó 
JLÉ
2 4 6
2 4 4

2

6 2

12 * 2

120, ICGLA,- Para extraer la raíz cuadrada de un número f 
comprendido en el 2o, C^SO, se divide en secciones de___dos 
cifras, comenzando por la derecha, la primera de la izquier
da podrá tener una o dos cifras; se extrae la raíz cuadrada 
entera de la primera sección de la izquierda y se tendrá la 
primera cifra de la raíz; se eleva esta cifra al cuadrado, y 
el resultado se resta de dicha sección; a la derecha del res 
to se escribe la sección siguiente y del pámero formedq_ _se 
separa la primera cifra de su derecha; el r/mero que queda 
a la Izquierda se divide por el duplo de 1¿ ci f ra de las, de
cenas y se obtendrá la cifra de L s upi-iadcs do la r?/z u o- 
tra mayor; para comprobar esta cifra, se escribe a la dere- 
cna del divisor y se multiplica el número fonaado por olla; 
si este producto se puede restar del que forman el dividendo 
con la cifra separada, la cifrq sera buena; se e¿cribe a la 
derecha de la primera hallada y se tonará la raíz .que se de
sceba; la última diferencia hallada ser< el resto do la o- 
peración.

121. C;i50 Gili R.X.- 3ea el número 3^4562, del cual se de- 
áea obtener la raíz cuadrada.

Je demuestra, como lo hicimos en el 2o.caso, que el núae 
ro de las decenas de la raíz cuadrada entera es igual a la 
raíz cuadrada del número de las centenas; este número es — 
3845> cuya raíz sabemos hallar; determinado el número de de
cenas de la raíz cuadrada entera, se halla 1c cifra de las 
unidades, haciendo aplicación del teorema (119) y vemos, por 
lo tanto, que la regla dada para el 2dc, caso es ' aplicable 
al caso general.

Al hallar la cifra de las unidades de la raíz 
entera de un número, puede suceder que el temor de 
una cifra grande, nos induzca a escribir una cifra 
esta circunstancia se pone de manifiesto, porque en 
so el r sto es superior al límite que le asigna el

cuadrada 
escribir 
pequeña; 
ese ca«» 
siguien-^l
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te teorema.

122, JA recto que se obtiene £1 extraer la ra
íz cuadrada entera de un número és siempre menor, que el duplo 
de la raíz mas una unidad.

Sea 1> un numero, su raíz cuadrada entera y R el resto.
Se podrá escribir: U zz a*-4-R y a*< N < (a 4“ 1£ lue

go, a? -|— R < (a 1 1)* y desarrollando este -cuadrado

aa 4-R < a2-fe 2 a +1

suprimiendo de arabos miembros se tiene, núe* finalmente, 
. R-< 2a-1-1, corto se deseaba ’probar.

123» Al número de cifras de la raíz cuadrada entera de un 
número, es según la regla práctica dada para obtenerla,igual 
al dn períodos, y éste es igual a L?. mitad del número.de ciy 
fr-.s cuando es par, y a la mitad por exceso cuando es impar.

.xSÍ, cu neo un número tiene ocho cifras, su raíz cuadrada 
tendrá 4; cuando un número tiene 17 cifras, su raíz cuadrada 
tendrá 9*

124* GfefeSTARAS AA AACLuSIbrl.- So, llaman caracteres do cx- 
clus 1'51 ciertas condiciones que cumplen algunos números y que 
prueban evo no son cuadrados perfectos.

¿1 cuadrado de iin número termina en la misma cifra que el 
cuadrado de la cifra de sus unidades; por eso los cuadrados - 
de los números terminados en 1 ó 9, terminan en 1; los de 
los terminados en 2 ii 8, tarminan en 4, etc.; como ningún cua 
drado de números de una sola cifra termina en 2, 3, 7 y 3, se 
puede decir: todo número que termina en 2, 3j 7 u 8, no tiene 
raíz cuadrada exacta■

Si un número termina en 5* y la cifra de sus decenas no es 
2, no será cuadrado perfectofe

Sea un número cualquiera terminado en 5-‘ Si es cuadrado 
perfecto lo será de un número terminado en 5; su cuadrado se 
compondrá del cuadrado de decenas, que es un número exacto de 
centenas, del doble producto de decenas por unidades, que tad 
bien en éste caso es un número exacto de centenas y del cua
drado de unidades, que es 25»

fe'.

n%25c3%25bamero.de
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RAIZ CUADRADA DE Ul! W1HER0 CUALQUIERA.
CON rj£!OR ERROR LE UNA U¿¿).»D FRACCIONARIA D^A

125, Se llama raíz cuadrada de un número con menor error

de — al mayor número de enésimos contenidos en su raíz 

c ¡-».vAl irada, i
Si la raíz cuadrada de N, con menor error de— es — se

~ n n
podrí escribir la siguiente limitación:

n n

Los números — y , son las raíces cuadradradas -
n n

del número el primero por defecto y el segundo por exce
so.

126. Hallar la raíz cuadrada de un número Ji, con menor 

error de — #n
Llamémosla-^- y se podrí escribir: •

x x4 1
- < —
n n

elevando esos tres numéros cuadrado,
x2 (x4- 1) 

n*

tendremos:*•A

Multiplicando esos tres números por n2, se deduce:
/< N ,n2<(x4-lf\

lo cual prueba que el producto ?. .n2 es un número compren—
< -do entre los cuadrados de x y x 4-1 y por tanto que el 

-mero _x.es la raíz cuadrada entera del producto LT
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Para hallar la raíz cuadrada de un número___N

con menor error de basta extraer la raíz cuadrada__ entera

del producto H . y expresar el resultado en enésimos.

Ejemplo:

Se halla
. 172sea de -----

r? 
i

íz cuadrada
3 

ducto ut
i

3
Hallar la raíz cuadrada de y con menor error

*» n
Xi. raíz cuadrada entera del producto-y x 

parte entera de este número es 27, cuyaIr.

de

ra

es

x 3 ,
1

error de — ,
Cz

luego 5 es la raíz cuadrada entera del pro

cer lo tanto, ~ será la raíz con
3 ' 8

del numero — ; pudiéndose, por tanto, escribir:

ú<

s«

menery î

Z
o

Ejemplo: Hallar la raíz cuadrada de 3>141>92 con menor 
1 

error de 0.1 — —
’ 10

Ilultiplicareros el número dado por el cuadrado» de 10 que 
es 100; del producto obtenido, que es 314y1592, hallaremos la 
raíz cuadrada entera, que sabemos es igual a la de su parte 
entera, es decir, a la del número 314, que es 17, por tanto, 

17
—— 1,7, y se podrá escribir;
10

1, 7 < 7 3,141592 < 1,8

la raíz que so pide será

128, CASOS r^TlCUL/JÍJS.-.Si los dos tgirh-og.de un uuc-
brodo ordinario son cuadrados pcricctos» se obtiene k. . r a í z 
cuadrada del quebrado, dividiendo la raíz deí rninerrZor por 

/"4~ 2la. del denominador, ¿sí ; •5
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129. Cuando sólo el denominador es cuadrado perfecto, se 
obtiene la raí?, cuadrada con penor error de una unid¿d frac 
cionaria marcada por la raíz cuadrada del denominador, divi 
diendo la raíz cuadrada entera del numerador por la exacta 
del denominador.

Si se quiere hallar la raíz cuadrada de con menor

rror 9 di renos, llamando x a la raíz cuadrada entera de a 
d — —

/ < a < (x 4- l)2 

y.dividiendo porj^, - ?

e-

y por tanto, -< \FF<—- b v r b
130. Cuando el denominador de un quebrado ordinario no 

encuadrado perfecto, se pueden multipjic- r~los dos térmi
nos por él y aplicar la regla anterior.

, fa _ / ab__ \7ab~
"s£:

Luego • para que un quebrado ordincrio tenga raíz cuadre 
ca_ex«.cta, es necesario y suficiente oue sea cuadrado per«*  
fecto el producto de sus dos terrinos«

31 se trata de un numero decimal, es preciso, para que 
tenga raíz cuadrada exacta, que el numero nue resulta, pres
cindiendo de la coma, suponiendo que el numero de cifras de 

Prr (si no lo es se completa con un 0), sea un 
cuadrado perfecto. -------------

r , 150 . •
,*si  : el quebrado ordinario —— tiene raíz cuadrada exrc 

o —• 
ta Porque el producto 6 x 150 — 900 es cuadrado perfecto

1*1  numero decimal <>,03ól tiene raíz cuadrada exacta.ñor-
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131- Un numero descompuesto en factores primos sabemos que 
es cuadrado perfecto o que tiene raíz cuadrada exacta cuando 
todos los exponentes de sus factores primos son pares y se ob 
tiene la raíz cufldríUir. .dividiendo por 2 todos esos exponen- 
tes. Así

r»
ejercicios'

i. Justificar que Ir. diferencia entre el cuadrado de dos- 
números naturales consecutivos, es ir.'al ¿.1 doble del ranor 
mas uno.

¿I.Con 12 baldosas medradas se "uede ic rizar un cuadrado? 
Cuftitas 3 obran ?

I.L-. -iliminadas 1< s que sobran y .oxm».ndo un cuadrado, si 
ahora quisiéramos formar el mudrr.c’. que tuviera uno. jx.s -or 
lado. Cuentes nos harían falta ?. o

17. Hollar 1c raíz
V. Reliar la raíz

1 . 64______
100' 100 ’ 10*  " 10*  5 10fc 5 lo2*

VI. Raiz cu-, cruda de 735; 1 237 439.

t vx±. ¡veiz cuadrada de 2; 375 con menor error por de—
u-c-cto y a. Cuales son las raíces T'or defecto y per exce

so de esos números con enor error de yi ; -Jk- y-rr^r-
. J-v 10C 1*̂00

VIII. Idem de 5,47; 0,033 y 0,007.

J...» lic-llar la raíz cuadrada de —— con menor error de —5 • - 7
a. Condición para que el número 0,001 309 tenga raíz cua

drada exacta.
XI. Haiz cuadrada ;x>r defecto con menoi error de • — de 

100 
rr =3,141592..................



CAPITULO II.

RAZON DE DOS NUiEROS

132. La definición de la multiplicación, exige que el 
multiplicador sea un número abstracto, siendo el producto - 
de la naturaleza del multiplicando.

zxsí : 6kg. x 3 = 6kg.-4- 6kg.-4- 6kg. — 13 kg.

Esta operación goza de la propiedad conmutativa cuando - 
los factores son números abstractos, pero esta propiedad ca 
rece de sentido cuando se trata de números concretos.

De aquí los nombres diferentes que reciben los dos facto 
res y las dos operaciones inversas, que se resuelven median 
te la división.

La primera, partición. De acuerdo con el nombre División 
se conocen como datos el producto (concrete) y el multipli
cador (abstracto) y se obtiene como resaltado el multipli
cando .
--------  13 kg.

Ejemplof ----------  —6 Kg.
3

La segunda, medición. De acuerdo con el nombre cociente 
(quoties, cuántas veces ?) son los datos, el producto (con- 
creto) y el multiplicando (concreto); el resultado es el 
multiplicador (abstracto).

13 Kg._
6 Kg. ~

El número abstracto multiplicador, que hemos obtenido se 
llama:

ÍQ- ifcdída del producto cuando se tana el multiplicando- 
como unidad.
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2o. Razón del producto al multiplicando. En este caso,así 
como el cociente recibe el nombre de razón, el dividendo y 
el divisor se llaman respectivamente antecedente y conse
cuente .

Estos nombres se aplican al caso de que los números sean 
abstractos, por lo que, en ¿eneral, se entiende por razón de 
dos números el cociente de 3u d i visión. La razón po r coc ien- 
te de los números y o es /+, pues:

32 . -
-----— 4 de donde 32 “ 8 x 4
8

o sea, que el antecedente». es siempre igual al producto del 
consecuente .x>r La razón. Ta razón de CPy y -i ’es -2-AlC?4

Dos números pueden compararse no solamente por cociente - 
sino también por diferencia. La razón por diferencia de los 
números 32 y 8 es 32— 8 *26.

Las razones por cociente tienen las mismas propiedades — 
fundí amóntales que las razones-quebrados; nosotros nos ocupa
remos de las más interesantes.

133« iVOk£¿A.- Una razón no su altera de valor, cuando.se 
multiplican o dividen 3us dos términos por un mismo numero.

Sea la razón ~ b si multiplicamos por el número n sus

dos términos, decimos que se verificará:
a _  a . n
b ~~ a . n a 

En efecto: Representemos por c el valor de la razón —— b
a_

y tendremos de donde se deduce a “ b . c; si los
dos mianbros esta igualdad se multiplican por n. resul-

tará : a.n : 
mostrar.

_ an
írb.n.c y de aquí ^7-c, como se deseaba de-

Si en vez de multiplicar por n los dos miembros de • la 
igualdad a — b.c, los dividimos, resultará: a:nrr(b:n). c

cuando.se
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a : n __
y por tanto. ~r------- — c

Consecuencia: Las razones por cocientes se simplifican y re
ducen a un consecuente común, siguiendo las miañas reglas que 
se dieron pira simplificar y reducir a un común denominador los 
quebrados.

a a’ a* !
Así : “ , TT , 77V son tres razones que, reducidas a unD b' DT '

común consecuente, se transformarán en las siguientes:

a__ a b» b1 a1^. a'bb11 . a"   a! f b b1
b ~ b b’ b"~b^b¿bb’« ? b" b" b b‘

/

134. Sumar y restar razones.- Si las razones dadas tienen el 
mismo consecuente3 se suman o restan los antecedentes y a la su 

o diferencia se le pone el consecuente co: .ir..

Así : A 4. AL — A 
b b b

a
En efecto: Si hacemos — — c y D se tendrá:

sumando y restando estas igualdades miembro a miembro, resul
tará :

a — a’ ^(c -4- cT)
a£af a a*

de donde “c A c1 + —* *
b b ~ b

como se deseaba probar.
Si no tuvieran el mismo consecuente se comienza por reducir

las a un común consecuente.

135« Multiplicación de razones.- Para hallar el producto
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dos razones por cociente, se multiplican los antecedentes y 
los consecuentes y se divide el primer producto por el según — — „ —

_ _ aoean las razones —
b

b

ay — tendremos : 
bT

x a’a1__ a x
b'~b # b»

En efecto: Gi -*■
b

multiplicando estas igualdades miembro a miembro,tendremos*-

a. a1y por tanto, ——
b. b!

a.af — (b.b1) (c.c’)
_ __ a y a*
— c.c —— *• ~ como se quería demos- 

b b1
trar.

Do.> razones se,llaman inversas, cuando el antecedente de 
liLyna e£.£¿. consecuente de la otra y reciprocamente.

a b •
las razones— y—son 

b a
producto es igual a la unidad,

• *
mSX, inversas, y evidentemente su

puesto cue se tiene :

±x ±- Ì 
b a b

13° * ?ara elevar una razón a una distancia, se elevan 
dicna potencia el antecedente y el consecuente

Así: / __ a a
VbJ “ "b "b 

I37. Para dividir do.

a
“T"

, se multiplica la r¿,z5n -SHÍ
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a—- x
b

videndo por la inversa del divisor y también pueden dividir
se término a término.

Sean las razones — y — , decimos que -g~ : —

a x bj •
a’

b¿
a* ~ b x 

a . b’
Es t-------f elb . a1

sor, se obtiene

cociente, porque

a x b1
b

a1 x — 
b»

multiplicado por-*** divi- 

a
bx

que es el dividendo.
a

También se tiene — 
b

a’ 
b»

• a1------ toda vez que esta ra-
b : b*

n t
por -y* (divisor), da un

o’
zén (cociente), multiplicada

& 
ducto igual a ~ (dividendo)

138. Para extraer la raíz de un grado cualquiera de 
razén, basta extraer la raíz del mismo grado de cada uno 
sus tenainos. / 7"

Así:
a
b

dos términos por

EJERCICIOS
Jl 

5
I. Comprobar que la razón—y-no varía multiplicando

X 3
8 ’ , 0*6

un común consecuente las razones

pro-

una 
de

sus

4
5

1 'o'3 7
T

JI- Reducir a



EJERCICIOS U3

III. Cuál de las dos razones anteriores es la mayor ?

0*  2IV. Hallar el producto y cociente de -~r—
• 1; 5

JL • .
V. Elevar al cuadrado —2- •

3
2 

y
0*4  •

3
4
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CAPITULO III.

PROPORCION

139. Se llama proporción geométrica a la igualdad de dos 
razones por cociente. Ejemplo:

16 —
4 ~ 3

£1 primero y tercero so llaman rntcccdentcsj el jcmindojr 
cuarta consecuentes. £1 rimero y cuarto se liarían extremos— 
y el segundo y tercero

140. TEORZl.A.- £1 producto de los extremos es igual al 
de los medios.

, 16 32
Sea la proposición: —— — — , mult .pilcando ambos naca

4 3
bros por el producto de los consecuentes 4 x 3, se obtiene

16 x 3 x 4 _ 32 * 4 x 3 
“ — osealox 8 — 32 x 4

4 8

Recíprocamente, si el producto de dos números es .igual al 
producto de otros dos, con I03 cuatro, se puede formar una 
proporción, siendo extraíaos los factores de un producto___y
medios los del otro.

Pues si,
16 x 8 — 32 x 4

Dividiendo los dos miembros de 
tendrá:

16 x 8 _ 32 x 4
8 x 4 ~ 3 x 4

la igualdad por 3 x 4 se

En toda proporción se pueden permutar los medios y los 
qxtremos. obteniendo otra proporción, ¿si:



5 ~ 15
15.— 1
5 2

Si el valor de un extremo de un¿x proporción lo desconocemos 
llamándolo x. se tendría, por ejemplo:

x__ 32
— — — de donde x.8 = 32.4 (1)

y por tanto, dividiendo por 3 los dos miembros de la igual
dad (1 ) •

32 . 4^
x — ---------- ^16

3 .

de donde deducimos, que un extremo er. ^ma proporciónaes i<pial 
al producto de los medios dividido por el otro ezetremo.

.liÓ.lof¿:rente, si desconociéramos el valor de un medio, se 
obtendr£a^divi.cicndo el producto de los extremos pox* el medís 
conocido, A un término cualquiera de una proporción se le de- 
nomina cu¿.rta proporcional.

141. Se-llama pío porción continua la que tiene iguales sus 
términos medios.

a   x
Así: — —---- es una proporción continua.

x b
Aplicando a ella el teorema fundamental, tendremos:

y? — a . b . (2)

En la proporción continua se puede hallar el valor del tér 
mino medio, pues de la igualdad (2 ) se deduce:

x . b

Esto número x se llama medio proporcional o geométrico en
tre a y b, y es igual a la raíz cuadrada de su producto.

Los a y b reciben el nombre de tercera proporcional.
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Media geométrica entre n números, es la raíz enésima de su 
producto.

Si los números son ja, b/ c* d... y llamamos x a la media 
geométrica, se tendrá:

142. Toda alteración en el orden de los términos de una — 
proporción que permita asegurar oue el producto de los extre
nos sigue siendo igual al de I03 medios, transforma la propor 
ción en otra. Ge podrán, pues, permutar los extremos y los 
medios y cambiar los medios por los extraíaos.

De aquí se deduce que una proporción se puede escribir de 
ocho modos diferentes:

a __  Q
Si la proporción es Y? — ¿ so podrí escribir aún de o- 

tro modo conservando el Tc-mino a en primer lugar; así:

el último de- 
c ___ a 
d ~ b

143« Si dos proporciones tienen una razón común con l?s 
otras dos razones, se podrá fonnar otra proporción.

a c a _  m #
Si tenemos: ~ j b" , como dos números igucles-

a un tercero son iguales entre si,se podrá escribir:

c _ m
d n

144-. I3n toca proporción, la suma o diferencia de los 
tededentes es a. la suma o diferencia de los consecuentes, 
mo un oane ceden te? es' a su c on s ec uent e.

an
co-
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Sea la proporción ~ , 
proporciones estas dosTornadas 
ciado:

decimos que también 
como dice el teorema

serón 
cnun-

a 4- c   a

b-<4~ d b
a — c _ a
b —* d b

En efecto: Si hacemos —~q tendremos:
b d

a — b>q < sumando y restando miembro a miembro estas igual 
c — d.q í dades, resulta:

a¿ c —(b i d)q

a Í c a
de donde.------ :--- SL. q~ —b -4- d 4 b

Como se quería probar.

14j>. En toda proporción, la suma o diferencia de antccc- 
dente y consecuente de la primera razón, es a la sucia o di- 
féreíicior“de 3.03'"t3rlinos de Ir. segunda razón, como un ante
cedente es r.l otro o cono un consecuente es al otro.

a   c
Sea la proporción: — —— decimos que se verificará ta\— 

b d
bien:

a «4— b a b

c T d c d
En efecto; Si en la proporción dada se permutan los me

dios, tendremos:
a   b
c d

y aplicando a ésta, el teorema (144) , resultará la (3).
z x a *4- b __  c —d

De las proporciones (3 ) 50 deduce:“---------- —------- ——
a — b c — d



Luego: En toda proporción la suma de los términos de la 
prtmera razón, es a su diferencia, como le. suma de los tér
minos de la segunda razón es a la suya.

145 < T?XaEI7k.- 3i se multiplican terrinos a texninp va
rias proporciones, los productos forman una proporción.

a c a* cf a ’ ’ c,f
lean las-proporciones: —— * — — y— ——

b d bT a1 b' ’ drr

multiplicando miembro a mioibro estas igualdades, los pro
ductos serón iguales, y tendremos:

a a1 a ’' c c* c11

b bT bri d d’ a11

3Wefectuando:
a . a» . a” c . c’. c» ’
b . b1 . b” ‘ " d . d-. dr'

147« Si se elevan a una misma potencia los cuatro 
minos de una proporción, los resultados f;.rnujn otra.

tér-

a c
así de la proporción -— —— resulta 

b d
tro términos a la potencia n. esta otra:

cua-elevando sus

148« Si se dividen término a término dos proporcionas 
cocientes, se puede" for;nar una proporción.

Sean las proporciones:

Si se dividen miembro a miembro estas dos igualdades,re
sultará :

a . __ c . c ’
b b1 d * d*

y efectuando JL.s divisiones, tendremos:
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Q Z U   C Z C! 
b ; b d : df

149 • 3i de los cuatro términos do una proporción se ex7
trae una misma raíz, los resultados formarán una proporción

a cSea la proporción —zz — ; si de los dos miembros de 
b d

esta igualdad se extrae la raíz enísima, tendremos:

/l — /~V b “v ¿
y efectuando, resultará :

ÍErzíf -
150, Serie de razones iguales es la expresión do la igual 

dad de tres ó .u-^ razonas.
a a’ a!'

‘ ’ b ~ b» b,! ~ ’ •*  ~
1 ■ i* — serie de razones, iguales, la sw.y. de los -

antecedentes es a la suma- Ge los consecuentes,como :in antece 
¿JgltQ. su. CQngpcucntc. / \ . t ,

be la serieC1>se deducen las siguientes igualdades:

sumando miembro a miembro,

a 4 a» 4 a»» 4- .... — (b 4 b14 b1 » 4 •• • • )c 
, , a 4- a1 4 a» ’ 4... a
de doñee, -----------------------------•— z c * — •

b 4- b» 4- b’1 4- b

152. Se llama media diferencial o aritmética entre varios ai 
números al cociente de dividir su suma por el nuiero h? ellos.
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Así, la media diferencial entre a, y £, será :

a —|—b -r~c
3

Este número tiene la propiedad de estar cor.prcndido entre 
el mayor y el menor de los números dados J

Las medias diferenciales son números que tienen grandes 
aplicaciones en las ciencias físicas y sociales.

La temperatura media entre las máximas de todos los días 
de un mes, por ejemplo, se obtendrá dividiendo la suma de 
las máximas diarias por 30.

El jornal medio de un obrero, al cabo de un ario, se obtie 
ne dividiendo por 12 la suma de los jornales medios do los 
doce meses del año.

EJERCICIOS
I. Escribir de todos los nodos 

que existe entre números 2, 9, 6 y
II. Hallar el medio geométrico entre 2 y 32

la proporción. Idem entro 4, ó y 9* ? 23
III. Comprobar que de la proporción —

pO3ÍblC3

3-
la pronoreián

y escribir -
•r

se deduce

7 4- 23 _ 7
3 H- 12 3

y también
12—3 3

17. Hallar la media aritmética de las temperaturas máxi
mas de una semana en la que el Domingo registró el temóme- 
tro 34°. 8, el lunes 36o. 9, el martes 35 4, el miércoles 
37ü , el jueves 3ó°-9, el viernes 37'-2 y el sábado 3óv. 4.
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RAZOH POPc COCIg!TL DF DOJ C..:!Trj;DF3 H0r0Gd?rjL3

1iipúirc antide-des de una mr.rnitud, es hallar los núme
ros^ abstractos que resultan, al com; ararlas por cociente con 
la cuntid ^.d—tipo homogénea con ellas, que elejimcs como uni
dad, o, modulo

Cualquiera de estos números abstractos recibe el nombre de 
razón de dos cantidades homogéneas.

ói las cantidades fueran por ejemplo

y la unidad de peso P ; matemáticamente

P2; Pq los medirnos con Pu, así :
P^__ p __ • f p^

Pu Pu
serían n ^n’; n1 r

los ¿esos P-, 

indicaríamos que

P3’

pl’

Las razones 
11

31—-3 
u

de ello deduciríamos cue

os decir, que Ir. cantidad P-^ se uede descomponer en tres su-

* P •

n * • = n! ’

mandos iguales a 1^ .
. ' ‘ P2 _ 3
2n el caso de 3er • —— diremos que

1 u 4
- “Fu • 3 — Fu.4 4^p2^eu •

o sea que se puede descomponer en 3 sumandos iguales a la 

cuarta parte de la unidad Pu .
p3

Por último si — < fuera inconmensurable, ello nos expresa 
pu ‘

ría que P3 , no puede descomponerse en partes alícuotas de la 

unidad Fu . Jn otros términos, que P3 no contiene a la unidad
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ni a ninguna de sus partes alícuotas. (Resultado que no lo
graríamos alcanzar mediante nuestros sentidos.por su limita- 
exon.)

£1 concepto del número inconmensurable como resultado 
medir, lo podemos adquirir por medio de la inteligencia, 
estudiar el interesantísimo caso geométrico de la medida 
la diagonal d del cuadrado con su lado 1

d _
ta medida — \¿2 se deduce de la relación

garas que enlaza el cuadrado de la medida de 
de un triángulo rectángulo con los cuadrados 
que miden los catetos. Así ; (fig.

d2

como unidad.

de 
al 
de 
Ls

debid a a Pitá-

A3CD
_ C

la hipotenusa - 
de los números

Así ; (fig. No. 4) sabemos que en el 
1Z -4- l2 = di*

de donde resulta

A B

extra-o sea que

yendo la raíz cuadrada.
x-vy

1
es inconmensurable o irracional, puesto que

n° .existe valor natural, igual a \/2, ya que, está compren
dido entre 1 \/2 2 y tar^joco yodemos encontrar -
un número racional fraccionario -• 

a • ——
(1) ~ P°r eJ«plo, para el que se obtenga que \¡ 2 se

-•i
lo que implicaría, que fuera 2 za —- y como sabemos que

a 
do— una fracción irreducible a y b son primos entre 
"or (109- 2do. Corolario) £ y también lo serán, 
dría verificarse la igualdad (1) cuyo primer término

si

no

a 
b"

sien

y
po-

aa. Agicxaau cuyo pnmer termino, es un 
número natural y cuyo segundo término es una fracción irredu-
cible.

Números como VA que ni son números naturales, ni frac
cionarios se lc3 conoce con el nombre de inconmensurables o 
irracionales. rara definirlos necesitamos el concurso de dos 
sucesiones de números que converjan hacia él o sea que lo ten 
gan por ¿imite común. Esto les sucede a las sucesiones de va-
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lores por exceso y por defecto que soberaos obtener de
1 1

menor error de 1 ;---- ;-----  etc.
10 100

1 < \Í2 C 2
1,4 < x/T < 1,5 

i,4i<vr <; 1,42

forrando los valores por defecto, una sucesión creciente
1 <1,4 <1,41 ................. <\*2"

de términos menores que \/T y los valores por exceso otra su- 
cesión decreciente

2>1,5>1,42 ................->V2*

una y otra tienden o conver jen a la constante \/2 que así de
finen.

Los primeros valores, forman una sucesión creciente de tér
minos inferiores a vr y los segundos constituyen otra suce
sión decreciente do valores superiores a \/~2f siendo la di
ferencia entre los dos primeros términos que comprenden a x/”2 

la unidad y entre los dos segundos — y así sucesivamente.

y por exce 
los núme- 
diagonal

Ahora bien, si en 
rán las limitaciones

(1) 
que

reemplazamos x/lT 
siguen:

por — se verifica
1

d
l<y < 2 0 sea 1.1 d < 21

1,4 <1’5 0 sea 1.1,4 d < 1. 1,5

1,41
0 sea l.l,41<Cd < 1. 1,42

es decir, que a la diagonal d^, tienden por defecto 
so los segmentos productos del lado unidad, por 
ros de las sucesiones que definen V’S” o sea que la 9
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es el límite cor?5n oe estos segmentos lo que nos permite es
cribir:

(1) d = 1 . \fr

Con ésta última igualdad, queda establecido en todos los 
casos el teorema siguiente: La razón por cociente de dos can 
tinados homogéneas es el número abstracto, por el cual es pre 
ciso multíplicer la segunda para obtener la primera o sea que 
expresa la medida de la primeracon la segunda como unidad.

En general, si A es una cantidad y 4* otra homogénea — 
con ella, el símbolo

(2) ~ representa un número q . Este número abstracto
es la razón * o medida de A con como unidad.

De (2) saberos que se obtiene:

A — A’ . n es decir, que si A es una area y 
A’ z: 1 y n-ar5, se tendrá :

A 1 m2 . 5 — 5 m*

La expresión de la cantidad u por su mecida, aconqjafíada- 
de la naturaleza de la unidad, recibe el nombre de número con 
eyeto.

Vamos a demostrar el importantísimo teorema que establece, 
el nexo o puente entre la aritmética del número abstracto y 
la del número concreto, que se enuncia así:

A
ISA. TZO2IZ La ra::fa K. „de dos cantidades ~t» homogéneas 

es i/ual, a la razón de los números que las miden, con una 
unidad_arbitraria U, homogénea con las cantidades#

Sea , esa unidad que elejimos arbitrariamente y midamos 
con olía, A y A1; por hipótesis se establece:

A A A’
— i-- K siendo — — n;— — n’
A’ U ’ U

de donde A ~ U. n y A’ — U. n1
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1 «V--.VUlùl* Cm »û

por cuyo cociente :

— = U«n — 
U.n»

es decir, que U.n — U (n1 . K) 
los numéros :

K

igualdad que exije la de

AH
por lo que —

n =. n’K

n1

__ n
“ n'

según queríamos demostrar.

6

APLICACION:- La altura de un edificio A se puede medir 
con la de otro /J, pues para ello nos bastará clejir la unidad 
el metro por ejemplo y si

• ~z28 y — 12 se tendrá que 
La Ln.

28 _ 7—- —__ -«*-■
12 ’ 3

o sea A — A» • — es decir, que A
3 ~

son

los 7 tercios de A» e

FJSJglOIüS

I. Si la • istoncia de Ciud-d Trujillo a Santiago de 1 >s Ca
ballé r s es de 175 kr.. y la de Ciudad Trujillo a . «ca Chica es 
de 35 íc.% Cuál os la distancia de Ciudad Trujillo a Santiago, 
t criando c rio unidad esta última ?.

II. Siendo la longitud de una circunferencia, t nand> su 
diámetro c æij unidad el nur.ier , inc mensurable /7* y con cido 
su val:r aproxirv.de

77" — 3, 14 15 92 (—) Se lee : aproximado a
tellur la longitud de la circunferencia de 1 metro de diá
metro, p >r defect ' y por exceso, con nen ,r error de un decii.e 
tro; de un centilitro; do un uilirietro y de una niera.

aproxirv.de
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MAGNITUDES PROPORCIONALAS

Los caracteres que definimos como magnitudes matemáticas , 
se presentan frecuentemente en la naturaleza relacionados de 
tal manera, que las cantidades de una de ellas, dependen de 
las de otra o de otras.

Así sucede por ejemplo, con el dinero y las longitudes de 
las telas ya sean de distinta o de la misma calidad.

A cada longitud de tejido, le corresponderá una cantidad - 
de dinero. Aora Lien, en el caso de ser el tejido de una 
misma calidad, observanos que el largo, varía como el . dinero 
y recíprocamente.

0 sea, que si dos longitudes son iguales, los valores en 
pesos (moneda) que a ellas corresponden tonfcien lo son, y que 
si una longitud, es suma de otras, el dinero que cuesta es la 
suma de lo que costaban cada uno de los sumandos.

EN GIlAvA.- Dos magnitudes para las que se pueden estable 
cer la correspondencia entre sus cantidades variables, en 1 a 
igualdad y JLa suma se denominan directa ente proporcionales, o 
sencillamente proporcionales.

•Ello implicaría también, siguiendo nuestro ejemulo ante
rior, que si a 1 metro le correspondiesen $2.- a (lnu}2 le. corras 
penderían (^2).2 y en general que a "n“ veces 1 m. le corres 
ponden wnn veces $2.00.

Lo que acabamos de indicar se puede escribir en forma de 
tabla, designando por L la magnitud longitud de tela y por 
D el dinero y por estas letras con el mismo subíndice, los 
valores que se corresponden.

L____  D

L, — 1 metro...............D, = RD$ 2.00
Lj> ~2 metros ..........D? zr 4.00
L^ — 5 metros...............Dj =- 10.00

L^ ~ (1 metro) .n ... .3^ — ($2.).n

De la tabl¿. de números concretos, expresión de cantidades



L y _D, se podrá pasar a esta otra tabla, de sus medidas 
o números abstractos, resultados de compararlas con des unid 
des, metro y peso (moneda) respectivamente.

L rj—^x y zz 2x
$1.-

1-------------------------------------------------- 2
2-------------------------------------------------- 4
5----------------------------------------------------- 10 (i)

En las sistemáticas, cuando una cantidad varia dependiendo 
sus valores de 1¿ s de otra/ j le denomina ■' -nei z. . o*
tra. F nci<5n, es or coiwí guíente, toda, cantidad variable.¿g 
pend?ynV- de •'.• tra. n esta últirva, la denominamos variable i^ 
dependiente, porque es la, .cantidad que recibe valores arbi
trarios.

A la vari ab.lo de endiente o función. se le suele_represen 
tar por “y" y xa independiente por 1?. letra x.

Tlnlacc^ sencillos funcionales de x, son por ejemplo entre 
otros: z

y = 3-rx ° o y — Jl
x

Estas : ismas leyes o enlaces, en fomns mas generales los 
escribimos así'

y = a-k x ó y — kx 6 y~— 
x

En el caso de las magnitudes proporcionales vamos a demos 
trar que la ley funcional Que las rige es:

y — k.x, llamándose a ,K cons tan te de^Proporc ipr 
lidad.

En el ejemplo cue veninos estudiando, si por wyfl se desi£ 
na la cantidad de dinero y por «xJJ las medidas de las longi-
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tudes, esta ley tor.^a Ir. forma y^e2x en la cual 2 es la ccns 
tan te de proporcionalidad. 3i asignamos a "x" los valores de 
la tabla (1),obtendríamos /.ara cade uno el corres; ondiente- 
en la segunda columna.

OTROS EJBIBLOg. 3n los cuerdos homogéneos, volumen y /eso 
son ; ro/orcionalo3 o soa que el volumen^ varía co io el peso; 
ello nos permitiría, como lo acabaos de hacer con los valores 
correspondientes de las magnitudes dinero y longitud del ejcn 
y lo anterior establecer una tabla do correspondencia,entro ais 
cantidades. Designemos por Vy P - kas .magnitudes, volumen- 
y poso, y por cstrs mismas letras mryúscul's con irual subín
dice numérico, a las cantidades t/ue 
la pode os escribir coro sime:

V P

u

u

2n asta tabla vemos, que si dos cantidades son
iguales, los pesos que los corresponden son iguales,, también- 
comproba. os, que si un volumen es suma do dos volúmenes,su pe 
s? correspondiente, sera la suma de los pesos quo corres, ondea 
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à los volúmenes suxr.ndos; es 
?1° ei V1c=V34- 74, le 
Lo exx rostí1 os, abreviadamente 
donc ir. on la cuna .

decir,. eue a un voluœn, por ojea 
corresponderá .el P^.-SXt^ H” P^.

, diciendo .uc existe correspon -

Si elejinos un¿, unidad ; rra iKdir los valónenos la' Vu y 
otra unidad pe a. rvdir les x esos Ir. Pu, podríaos escribir 
la tabla de 1 s ix-didas <uc se corres anden, así :

P 
Pu

vn Pn

Zn los cucrpos no*  hor-oginees. voltt*;en  y reso no son dirccta 
ssnte ; roporcionale s «

2n geometria u studiale, ;ue si doè frèctas del 
c ortcn A or un si sto-.e de rcctas parnlolas, lós ; 
se co:.rus‘ onden, son prò orcioncj.es. Ssta os un 
cuci Ics -x.-nitudos 
geometria. so observa, 
rrcs; onde una cu. arda, 
~uc.ldvxl/. ero no cn la 
no 13 corres/onde corto’ cuerda, 
das de los eros surandos. Los 
pulente no son prò orcionalcs. 
tras 
nitudes tiav.po y

lr.no
se. - u .‘S

dsta 08 un ajeríalo, 
v, ore i nales, son hxtoaóneas. Tcxfc 
'U¿ a cada arco de circunferencia,le co
do Lastrándose la correspondencia en la i 
suna, ; ucs un arco, sur.ia de dos arcos 

un sementó, surta de las cucr - 
arcos y sus cuerdas por consi - 
Zn mecánica, se ofaoce entre o- 

co’Y) cjai; lo de pío ¿iciocalidad directa, el de las roag- 
itos uniformes.

lente pro; .rciont.l^s fun 
y

se
•••UC 

en el 
lón en

espacio en los novirJ.
La definición de ix.znitudes directa 

dada, no en la corros; ondencia biunivoca en la igualdad
direct

orcioncj.es
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el cociente, es la que vamos a seguir en la generalización do 
nuestros razonamientos. De ella se deduce el nombre, de nagni 
tudcs proporcionales.

15o, Dos magnitudes cuyas cantidades variables dependen - 
las de uno, de las de la otra, se dice que varían proporción- 
nalnaite, o que son directamente proporcionales! cuancb a un 
vlor fijo ¿Le la primera, le corresponde siempre el mismo va
lor de La segunda, y aderZs, la razón de dos valores cuales— 
quiera? de' la ; riñera, es igual a la re zón de los valores co
rre spondi ente s do Ir. s ogund %

Designemos por Y y X las proporcionales y
escribamos las siguientes tablas de las cantidades que se co
rresponden y de sus valores numéricos 9 medidas con las 
dades Yu y ^u , unidades que pueden o no 
nuestra tabla no se corresponden).

uni-
corr-spcnderse. (I3n

X 
Yu

?1
Y2
Yu

• X1 
.-XoA*
• ‘‘D a

V*
• -ni

yrv
í2

yp

Xu
y

••xl
A#

-
..1

*n Xn yn................ *n

Y X

Ior definición se tendrá:

J1-Z1. 
i'2 L¿

Y1 _^1
y como: — —~ _X1

x2

se verificará: •

(1) y-> x. yl y2 (2)
--—-- ±_ de Ir que se deduce -
y2 *2 Xj. Xr-,
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permutando los medios en (1)»

Lo3 valores de y l°s hemos elegido arbitrariamen
te luego, refiriendo la (2) a otros valores, siempre se 
verificará:

A-A-.........-A_-K
xl~^_ *r> ' y
o sea sin particularizar valoresrzK que es 

la ley funcional de la proporcionalidad directa, y*:K;x pu 
diendose enunciar el importante:

157. TbíltEr A.- Si dos magnitudes son directamente propor
cionales^ la raz¿n de do'3 valores numéricos correspondien-- 
tes, es constante.

158. De aquí se deduce el siguiente corolario : Que si se 
multiplica el valor de -una cantidad por un número, el corres 
pondiente de otra directamente proporcional con ella^_ quedan 
ri" multlplic<?.clo por el mismo núricro.

159. lu* 1 jPIDA DE F^GNITUDgS DIRSCT.IaíJTE PROPOxlCIOMXóS.
3e:m las 'magnitudes prororcionales A* y D y Ü la " canti

dad -unidad de A a la cual le corresponde^? en las B. Sila 
cantidad V9 30 tona cono unidad de las 3, por definición se 
verificará entre las cantidades de la siguiente tabla:

A B A/U B/V

A1 •••• .... BX al • • •...........bl al=bl
a2 .... •••• b2 i2 ....------ b2 a2=b2

u .... .... V 1 ....------ 1 lzsal
^n •••• •••• Bn an ......... bu antzbu
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Estas igualdades, son la expresión simbólica del importan
tísimo teorema que dice: Las medidas de cantidades correspon

La aplicación de esta verdad, ha aportado a la Ciencia,in
mensos beneficios, en el terreno teórico y práctico, permi
tiéndonos sustituir para los efectos de hallar las medidas, - 
una magnitud por otra proporcional.

Circunsejr Üíndonos por ahora al aspecto práctico, pode
mos jrrfmar que los limbos graduados no tienen otro ' objeto 
que el reemplazar las medidas de los ángulos, por la de sus 
arcos, trazados con un radio constante, previa la correspon
dencia de la unidad angular, grado sexagesimal por ejemplo, - 
con la unidad de arcos el arco de un grado que le corresponde.

160. ESCOLIO.- La razón de los valores numéricos corres
pondientes dedos magnitudes proporcionales. ~que hemos denos^

Cuando las unidades HUn y ,,V” no se corresponden, hemos de 
mostrado que la razón entre las medidas que se corresponden - 
es constante, es decir que:

-L— K

de donde se deduce: 

sencilla relación que nos enseña a encontrar los valores nu
méricos de las cantidades ¿ ó medidas con JJ, que correspon 
den, a las medidas de B con J, mediante la multiplicación de 
estas ultimas, por un número constante

Esta constante, recibe el nombre de constante de variación 
o de proporcionalidad entre las dos magnitudes y nos muestra 
dentro de la variación proporcional, la intensidad de la de-
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pendencia entre sus cantidades.

Ejemplo 1ro.; Si dos polígonos son semejantes y dos lados 
homólogos miden AB — 6m. y A^B^~ 3ni., se tendrá que

v__ A B' __ 6m __
K~a1Bi-3q~2

En este caso, K es el número abstracto que expresa la medila 
de AB con A]Bi como unidad.

Ejqaplo 2do.: Si un auto recorre con movimiento uni forme - 
400 km. en 5 horas, la constante de variación es

so — k
5

Espacio Tiempo
400 km................................ f horas.

y la razón por cociente de las dos magnitudes heterogéneas,e¿ 
pació y tiempo, donde el cociente de sus medidas, es ,rKM, la 
La escribimos así:

±12. ~ K Km./hora — SO Km./hora;
5 horas.

aquí nK” 63 un número que mide una cantidad de una nueva 
magnitud, en este caso velocidad, compuesta por cociente de 
Sos Heterogéneas.

163. MAGNITUDES INVERSJIENTE PROPORCIONALES.- Dos magnitu
des se dice que son inversamente proporcionales, cuando a un 
valor deteriuinado de la plimera, corresponde un calor deter
minado de la segunda, y la razónTde dos valores cualcsquiera- 
de la primera, es igual a la razón inversa, dc' los valores co 
rre sp ondientes de la s e gunda.

Asi en un movimiento uniforme, el tiempo necesario para 
recorrer una distancia, es inversamente proporcional a la v^-
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Sean las magnitudes Y y X que suponemos inversamente 
proporcionales; sean Yp y X-, los valores correspondien— 
tes y Y2 y Y2 otros dos también correspondientes, se ten 
drfi:

y2
Del mismo nodo que en la proporcionalidad directa y con

servando las mismas notaciones, obtendremos:

y2 X1

y por tanto:

« *2 — K

Como los valores x^ y x? han sido elegidos arbitra— 
riamaitc, se puede enunciar el siguiente teorema:

16_4. TEOREIaL,- Si dos magnitudes son inversamente pro
porcionales, el producto de dos valores numcrieos correspon 
dientes, es constante.

De aquí se deduce:

I65. COROLARIO. Que si se multiplica el valor de una can 
tidad por un número, el correspondiente de otra inversaraen- 
te proporcional con ella, debe quedar dividido por el mismo 
n&ot ------------------

Si representamos en general por y y x dos valores nu 
muricos correspondientes de dos cantidadcs~lnversámente pro 
porcionales, se verificará:

y v ~ constante ~K

La determinación de esta constante es en cada caso nece
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saria para conocer dentro de la variación inversa, la intensi 
dad do la dependencia de ambas magnitudes.

Cuando el valor de y es igual a . 1, el de la constante - 
K es igual al de x.

Con velocidad de 30Km. por hora, se han empleado 6 horas - 
en recorrer una distancia; la constante de la proporcionali
dad inversa seri 30 . 6 “ 180; con doble velocidad, el
tiempo se reducirá. a la mitad =13 horas, y el producto segui 
ri siendo igual, a 180.

166. MAGNITUDES QUE PEPEEN DE OTRAS VARIAS. Una canti- 
dad variable, puede depender de otras varias, y se dice, que 
es proporcional directa "o inversamente a cada uña de ellas
cuando suponiendo constantes todas menos una, la cantidad de 
que se trata, es proporcional a la que varía directa o indi - 
re ctaacnt e.

Así; el peso de una barra prismática defiende de sus tres 
dimensiones y además de la naturaleza de la misma (hierro,ma
dera, etc.).

Si suponemos que en una barra de hierro, por ejemplo, per
manecen constantes el ancho y el grueso y se duplica el larg<j 
aparecerán dos barras iguales a la primera, y1 por tanto el 
peso parecerá duplicado; luego el peso de la barra considera
da es directa!.lente proporcional a su largo; del mismo modo 
se ve, que lo es a su ?Jicho y a su grueso; también se ve, que 
dos barras iguales, una de mármol y otra de hulla, siendo do
ble el peso, a igualdad de volumen del mármol, con relación - 
al de la hulla será doble, el do la primera con relación al 
de la segunda.

167. RnZON DE DOS VALQ&S DE UNA KAWITUD PROPORCION.J, A 
OTRAS VARIAS. Sea M una magnitud que depende de o- 

tras varias a, o, G, y D. como puede verse en la tabla que 
a continuación indicamos :
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valores numéricos correspondientes de ellos y supongamos 
1:. cantidad M es directamente ¡ roporcionrl a A y C, 
inversamente proporcione! a B y D.

que 
e

Ho es posible reí*.ció «ar directamente r« con ri2 , 
poro pasar de un valor a otro, han variado las cuatro 
de-des de que dependen 
los valores numéricos

> pues 
s cuatro canti- 

, ri”, n"’ 
cuando los de B, y C, pasan 

, C£ se tendré.:

asar de un valor a otro, han vori.
pero si designamos por n’ 

de IX

sucesivamente de a-j, bl> cl> * b2
• d

•1 d i

* • • • • • • .. bp • • • • Cp .... dl

El ’ • • • • ■--3 • • • • bq • • • • c i .... dl

El’ ’....Cg • • .. b2 • • • • Cp • • • • dl

El" 1 .... ¿2 . . • • bzj • • • • c,> • • • • dl

11^2 • • • • C’.Q • • • • b9 • • • • Co .... á2

Kultiplic: ndo miembro ?. miembro las 
nos,

igualdades (1) tcner^

ri^ . m*

El’ • El"

el" . m”’
m’11. m^'

y, simplificando,
b2 C1 dl
4’^ 'S2

Lo cual prueba el teorema siguiente: La razón de dos va
lores numéricos de una magnitud que dependo de otras varias, 
es igual, al producto do.ks razones diruct s de los valores 
correspondientes de las cantidades, con quienes varí? en ra-_
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?í.n_ directa^ multiplicado,, por el producto de las rezones in 
verses de los valores correspondientes, de les cantidades,con 
quienes varíe inversamente'/ • ' > - • •

163. V. J¿ IÁ C í’jK Eb C ■ 1-31NJT. J. - Laten*  tic ''mente expresamos 
que la v- riable z es proporcional e la nx” e inversamente - 
proporcional a la "y» escribiendo:

y
Si «z» os directapíente proporcional a "y” y ”xn lo 

expresaremos así: • —
z — K.y.x

EJEEÓICIC3

I. Le Geometría nos enseña que L —/L D ; siendo L la 
longitud do una circunferencia y D la de su diámetro, 1ro. 
¿ue proposición de proporcionalidad se puede enunciar

2do. Escribirla, usando K como constante de proporciona
lidad.

3ro• Cual es el valor de K. ?

4te. Quedaría fijado el valor de K. si nos dieran la lon
gitud de una circunferencia y la de su di&netro ?.

II, En los movimientos uniformes, son proporcionales los
espacios quo recorre un móvil y los tiempos que tarda en re
correrlos. Por oso si se designa por e el espacio y por t 
el tiempo, su ley vendrá expresádapara cada movimiento unifor 
me así: e azr Kt.

La constante K enseña La Física que es la velocidad.
En el caso particular de un auto que marcha con movimiento 

uniforme y ha recorrido 80 km. en 1 hora : 1ro. averiguar, 
cual es el valor de K. 2do. Escribir con este valor de "K” 
la ley de proporcionalidad entre espacios y tiempos. 3ro. Si 
expe rimen taimen te hallamos que en 3/6C de hora recorre 4 loa. 
como se determinaría K, o sea la velocidad en kilómetros por
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hora ?

III. El área de un rectángulo, siendo b su base y a_su al
tura, es A tt- b.a * Cuál es la ley de proporcionalidad que 
enlaza las dimensiones de el mismo, manteniéndose A = K, o 
sea constante. Qué valor tendrá K para el rectángulo de base 
bzrr 5 en. y altura a —3 cm.. Si duplicásemos la base, qué 
valor le correspondería a la altura ?

17. averiguar que ; ro/orcion^lidad enlaza las longitudes - 
que se recorren con velocidad determinada en ol movimiento u- 
niforme y los tic-pos que se tardan en recorrerlas.

7. I¿ual pregunta cuando la distancia a recorrer os c >ns - 
tante y el movimiento uniforme, entre las velocidades y los 
tic os.

¿I. Son pro ¿>rcionales los 'reos y sus cuerdas ?.

• VII.Son proporcionales los arcos y sus ángulos ?, y el tion 
po que se torda en hacer una obra y el nínxro le obreros ? Que” 
observación debe tenerse en cuuito en este últlx> ejemplo

VIII. Las cantidades de agua que arrojan '-nos caños -or se 
g ndo para llenar un depósito y los ti^-os que emplean en 
lien;.rio. Son directamente pro;orcionales ? *

IX. El peso de un cubo de una substancia de qué de. ende ? 
Qué relación de proporcionalidad le enlaza con las nagnitu - 
des de que depende ?.

X. Las raciones que lleva un barco están calculadas para u 
na cierta duración. El tierno y las raciones que se consumen 
por tripulante , Qué relación de proporcionalidad las enlaza?
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169. La regla, de tres simple sirve par. resolver el si
guiente problema:

Conocidos dos v Joros correspondientes de dcs__c-ntiúa-_osr 
directa o i-nversanente proporcionales, hallar el valor de 
ur..~. de olí s. y raes-~;.;Jcnto a un n.-.c'.-o valor i d; a 1- 
tra.

La rujia de tres se LLarv. dXr?<?V-. o inversa
lr.3 o. jitidUos so;n directa o inversa

j serán que
propox-cionc.losiXientu

dos
*"1

de tres directa.- Sean A y B 
«porcionules; su’K>r.gcaos que 
j-'ondicnies 7 se desea conocer el 
-3 '.1 a, de

cuntid'des di 
y bjson ¿os 
volor jo <jc t-

ni • • •
¿L.J2 • • •

— —^2- de donde x
bi ai ~ bi * -2*

do el v l>r conocido del T.
¿i: „coa del nuevo v.lor >‘e la otro can i<au--------S_-- —-—

minutos, que tiempo es preciso .. .*  xcu,
nr. c. I '-.drid? (700 Knu)«

100 Km... 3 horas 10 minutos
700 Kr.... • x horas

o también: 1
100 Kn...3'6 horr'c
700 Kr....x hor'-s
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.1 horax Z-26 loo

:fn- ..'r-Tp

7 — — 22 horas 10 minutos.

Ejemplo 2o. Un automóvil ha recorrido 100 lúa. en 3 horas 
y 10 minutos; para trasladarse de Madrid a Barcelona ha em
pleado 22 horas y 10 minutos. Cuó.l es la distancia entre es
tas capitales ?

19
100 Km... V“ horr s

1
x Km... 22 horas

x xz 100 Km. x
19
6

¥
—100 Km. x y9-— — 100 Km. x 

6~.

100 Km. x 7 —700 Km.

171. xtegl/- de tres inversa.- Si A y 3 son dos cantidades - 
inversamente proporcionales y representemos por y bp dos 
valores numéricos correspondientes, se podr' hallar el valor 
x de correspondiente a un nuevo valor bo de 2.

Se tendrí:
al... b-» x bp

y por tanto — -- -
x ... • ■ o

bn 
de donde, x ~ a-» x---- .

- b2
Euegc: se obtiene el valor de la incógnita, multiplicando- 

el valor conocido de su mismo ronero por la razón inversa del 
nuevo valor de la otra cantidad, al que antes tenía.

Ejemplo lo. Con velocidad de 50 Km. por hora, ha recorrido 
un automóvil una cierta dista-- ir. en 5 horas, 15 minutos, que 
tiempo emplear* en recorrer la r¿ "¡na distancia si la veloci

dad se hace 2— veces mayor ?

50 Km... 5 horas, 15 minutos

50 Km. X 2 “... x horas.
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50 lúa... 5 ~r horaa.
125 Ke. .. x horas.

x horas = 5 V hora A —— = — hora X — —-
4 125 4 5

in
— hora zz. 2 horas 6 minutos.
20

Ejemplo 2o. Con velocidad de 50 Km. por hora, ha recorrido 
un automóvil una cierta distancia en 5 horas, 15 minutos, que 
velocidad tendrá que llevar para recorrer Ir. misma distancia, 
en 2 horas y 6 minutos ?

21
50 rr.... —- horas.

4
x Km... 2 horas, 6 minutos.

21 21
4 • 4

x Km. (velocidad) zza 50km. X------ — 50 KmX~~~

10

hora

II. REGLA DE TRES C011 UE3TA

172. Su objeto es: Conocidos los valores correspondientes 
de varias cantidades direct__o inversamente proporcionales>7
hallar el valor de una de ellas cuando so dan nueves valores 
a tedas las demás.

Sean las cantidades If, A, B, C y D, y supongamos que la 
; rimara M es directamente proporcional a A y C c inversamen- 

i te proporcional a B y D; representemos por m^ a1 bt ct y 
d- , valores simultáneos de dichas cantidades y*se  desea sa
bor el valor x de K, correspondiente a los ^3 c? d^
de las otras cantidades de quienes depende.
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3c tiene (167 )

de dando:
°2 h c2 ¿2

x zr n^x x -----  X ----- X

al b2 CnX d2

Luego: Se obtiene el vr.loi» de la ineSgnito. multiplicado 
el y-lor conocido del lúsiúo genero ¿ilu ell> . ?or el producto 
de las razones de los nuevos vrlores r. Los nr.ti ríos. multi
plicado por los de los ¿¿íti/TAos a los nuevos» serin que sean 
directa o inversamente proporcionales óstas con La incógnita

¿jomólo lo, Ln depósito r xt -npalar de mercurio, cuyas di 
mensiones son 2r’% 5 de largo, (?u ,9u de ancho y 04 
de grueso, pesa 1224 kilogramos; se deser saber el peso de 
una borra de plata cuyos dimensiones son 1^,5 de largo,(TV 
45 de ancho y 0^045 de grueso.

1224 Kg. ...2™ 5 ... 0^90 ... 0™04 ...13,6
x kg. ...1,5 ... 0 >45 ... 0 ,045.-.10,5

* 
A

x kg—. 1224 x
1.5
2.5

0,45
x------
0,9

0.045 10,5x------ - x --------
c,04 13,6

1224x£i31293Zl=3^»>93
1,224

Ejemplo 2o. Sabiendo que el pe3o del mercurio con rela
ción al agua es 13 .ó, y qu¿ un de^sitc de este metal cuyas 
GinBnsiones son 2,5 1, 0 ,90 a, y 0 ,04 p, pesa 1224 kilo- 
gramos, se desea saber el peso cou relación al agua de la na 
V,ria de una barra que posa 318’^,93 y cuyas dimensiones son



173iCGL¿

i

0m,04 ... 13,6
Om,O45 .x

0,045
0,04

^7349792
0,16*524

EJ^CICJ.US
I.Un tren recorre 230 km. cada 5h. Cuántos tas. recorrerá 

en 23 lloras.?
12 . ¡ ara tcizúnar una obra 4 obreros emplearon $ horrs, 

Cu nto tiuin>o arr-loarían 12 obreros ?.
Ill.Ji un mecanógrafo cobre. ¿1.00 por cada 100 cuartillas 

que escribe. Cue cantidad se le parará si ha de escribí i' 45. 
cucr tillan.

17. ei un tren recorre 46 ta. 2ta.6m. en 2horas 5 minutos, 
Cuanto tiempo tardaría en recorrer 500 tas.

El mercurio pesa 13,6 veces mas que el agua destilada a 4° 
En igualdad do volumen Ir. plata ,wsa 10,5 voces mas que el a- 
gua un lc.3 mistí.s condiciones; pesa pues ldr5 de mercurio - 
13,5 ¿Horraros y de plata 10,5 kilogramos; las cantidades de 
poso que se relacionan son uves proporcionales a los números-
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III. D3 IhTilUS

173*  Un capital prestado durante un cierto tiempo , se con
vierte en un capital nr.yor; el exceso de ésto sobre aquél se 
llana interés.

¿I interés es una cantidad variable que aúpenle del capital 
prestado, del tiempo durante el cual se presta, y dol tanto 
per ciento a que se presta; tente por ciento o rédito, es el 
interés "de ci^n posos un un año.

174.- Cuando el capital es invariable durante todo el tiem
po que dura el prosterno, el interés se llana singlo y os evi
dentemente proporcional al tiempo; poro si los intereses se 
acumulan al capital, al final de un cierto tiempo convenido, - 
que suele ser un oiio, el capital es variable y ya no es el in
terés proporcional al tiempo; -a est clase de interés se lla
na compuesto.

Si c es el capital prestado, r el rédito o t.’rito por ciento 
y t el tiempo expresado en años, la determinación dol interés 
que representamos por jL es un caso particular de la regla de 
tres con puesta; porque en efecto, el interés es directamente - 
proporcional al capital y al tiempo y se conoce un vrlor espe
cial del interés que henos 11 jando-_r, que corresponde al capi
tal 100 pesos y al tiempo 1 año»

Se tendré., pues:
r ...100...1 
i ... c • • • t

dé donde:
c t c . r . t

x — rXlCO * 1 130 (1)

La fórrala (1) se hr. obtenido, consider nd o cue en la reln- 
t arios

ción t—:— la unidad, pnrr. medir el antecedente y el conse- 1 ano
cuente y sustituirla por la razón de los números corres ’ondien 
tes, ha sido el año; si fuese el mes, el denominador sería 12 
meses = 1 año y el numerador jn meses — t años; si torcésemos- 
por unidad de tiunpo el día, y llamemos al número de días 
del tiear o t, corzo el año tiene 365 días, so podré escribir:

1 9
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d dias ~t años, 1 año — 365 días.

t
1

— zz
n 365 ’

Es decir. son razones que tienen las tres

el mismo valor.
Si el tiempo 3e expresa en meses, la fórmula (1) se trans

forma en esta otra:

c . r . m
i- —------------

1200

v • . — c • r . d1 si so expresa en días. 1 — —7-------- .
’ 36500

175*  Oe Ir fórmula (1) se deduce, multiplicando por 100 
s*  s dos ílicmhrbs, esta otra:

100 X i = c X r X t

y dividiendo los dos miembros de ésta, 
ct y rt, se hallarán los valores de t, 
te:

sucesivamente por cr, 
r y c, rcspectivnmon -

K'9_X _i _+— t • 
cr

100 X i
ct

100 X j
rty

176. ltiedc resolverse con las cuatro cantidades que inter
vienen en el interés simple, cuatro problemas, que consisten 
en h¿ llar una de dichas cantidades cuando se conocen las o- 
tras tres:

Problema lo. Hallar i conociendo c, r y t.
Ejemplo: Cuál os el interés de 150C pesos al en 1 año 

y 4 meses ?
fín este caso: c zzz 1500 peses , r =. 6;' y t ~ 15 meses.

. . . 1500 X 6 X 16 .Aplicando la formula :i*x ---------,—7--------- , simplificando, 

p*..ra  lo cual dividiremos el antecedente y consecuente por 
100, por 6 y por 2, resulta:

i 15 X 1? ~120 pesos.
1
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Problema ¿o» Hallar i conociendo c¿ i y £.
Ejemplo: 'Jué tiempo ha estado prestado un capital de 1500 

pesos, que el 6$ ha producido 120 pesos.?

Aplicando la fórmula, se tiene: t _ 100 X _120 . 
~ 15C0 X 6 "

ficando, para lo cual dividiremos los dos términos por 100, 
por 6 y por 5, resultaré:

4 1t —---- = 1 — año ~ 1 año 4 meses.
3 3

Problema Hallar r conociendo _i y _t.
Ejemplo: A qué tanto por ciento se aa prestado un capital 

de 2500 pesos, que en 3 años y 2 meses se ha convertido en 
3000 ? *

El interés ha sido 500 pesos y aplicando la fórmula ten
dremos:

1200 X 500 ___  1200 z .
r= 2500 X 33 —5 X 33 -6’32* por “c°s°-

Problema 4o > Hallar c conociendo i, r y t.
Ejemplo: Cuál es el capital que al ó,32$, en 3 anos y 2 

meses ha producido 500 pesos ?

- 1200 X 500
Se tendJJ: c - — 2493,33.

IV. INTERES COrtUEOTO

177. Si llamamos ahora ij, al interés anual de 1 peso, o 
lo que es lo miaño, si el tanto por 1 se designa por r^ es 
evidente que J. peso acumulado a su rédito durante un ano, se 
habrá convertido en 1 rjj este es el capital que se pres
ta durante el segundo año, y por tanto produciré a interés 
simple (1-f- r-j) X. ri 5 sumando esta cantidad con 1 —J-- r^ 
(capital al comenzar el segundo año), tendremos el capital 
que se ha de prestar durante el tercer año; se tiene, pues: 

(1 4- rj) 4- (1 4- — (1U-X1) (1 4- rx) — (14 ^7.



Continuando dol elíseo nodo, se verá que 1 peso acumulado a 
sus intereses se convierte al cabo de 3,4...n años respectiva 
mente en (1 -f~rl)^j (1 rl) • • • (1r^)Á; luego el capi
tal prestado que representaremos por £ se convertirá en £ vo
ces esas cantidades al cabo de 1, 2, 3, etc., años; llamando, 
pues, C_al capital compuesto a interés compuesto al tanto por 
uno Tj_, en el número de años n, tendremos:

C-cd+r/ (2).

Es evidente que el tanto ¡or uno es la centésima parte

dol tanto por ciento; es decir, que rizx —•
100 *

Tarbien es evidente que el interés compuesto es la. diforen 
cía entre C y _c. ~

173. Ccn la fórmula (2) se pueden resolver cuatro proble
mas; aquí nos limitaremos a resolver sólo dos y aun en ellos 
las operaciones se complican grandemente si el número de años 
es grande y rp tiene varias cifras decimales * .

Problema lo. Hallar C conociendo c, r^ y n.
Ejemplo: Cuál es el capital formado a interes compuesto - 

con 1200 pesos, al 6$ en 3 anos ?
Aplicando la fórmula:

C rr c (1 -f- rp) —_ 1200 X — 1A29, 22?or exceso
De la fórmula (2) se deduce:

— c
~ (l-J-r^

Problema 2o. Cuál fué el capital impuesto que se convirtió 
en 1A29,22 pesos, al 6^ en 3 cuños ?

c zz 1200 pesos.



178 INDICE

£EITÌH£TO RUZ0NQD4
prologo • • • «

L'r^ì I.,_,...

r~-gs

III
1
4

Cap. I. 
li

ni

Cap. IV

Cc-p V

Numeración de b so diez 
Numera c ion romana • • • • 
Adición y substracción

I.
II.

III.
IV.
I.

II.
•I.

Breves ideas sobre las operaciones 
Adición ......... .... ....
La substracción .
Pro iedades de 1¿
La multiplicación
Potenciación ....
División __
LIBROH >TU}.,, 33IL 7U L 1:s

adición y sub st roción..

5
11
14
14
16
19
23
28
38
43

Cap.

Cap.

Px¿0II2D-J)ES 5LI*  DE

I. Divisibilidad................................. .. .................................
II. Divisores y múltiplos de los números..................

I. Máxir.o común divisor de dos nurvros ••••• 
II. Minino común ’'.últiplo de dos núrxros • ••• 

III. Números pri; .os ..................................................................
I, Definición y pro' iedades ..................................

II. Descomposición de un número en factores 
primos .............................................. .. ........................

III. Formación do todos los fivisores de un 
núixro .........................................................................
M.C.D. y lí.C.K. de los números descorv-ues 
tos en factores primos................ .. ...................
Ejercicios ................................................................

56
57
61
65
69 

.69

74

77

78
79



179

LIBRO m
r ags.

Definiciones y propiedades fund'¿iontalcs ......
I.Cociente exacto de núr^ros naturales...........

II.Simplificación-de fracciones...................... ..
III.Reducción do fracciones a un cor?.ún denomina

dor .......................................................................... • • • •
Operaciones con les fracciones .................................

I.Adición y substracción........... '............
II. /criaciones de una fracción por sumas y di

ferencias de números na tur les a sus dos 
terrinos ........................................................................

III.Lulti licación de ír¿.cciones ;......... .................
IV.Potenciación de fracciones .................................
V.división de fracciones ...........;............................

Fraccieno s dec iríales ......................................................
_ I.División de núxx-ros decimales ..........................

II.Reducción de fn ociemos ordin .rias a décima 
les .................................’................................................

IIl.Reducción de fracci ojies decimales a ordina
rias ................................................................................

LIBRO rz
LvS HUl’EdDS IIJCLIEZ CUiOLlS

Y L.1S ÍLJC2S 1CM GLZER.»L

81
39
90

91
94
94

97
100’
103
104
107
112

114

118

Drovas ideas sobre el número inconmensurable... 122
La radicación ...........................................   124

1.7¿aiz cuadrada ............................................................. 127
Il.liaiz cuadrada con menor error do una unidad 

fraccione.rio :Lda....................................................... 134



CGF-. ¿ CI . M ;¿'.ITI<3TICa I iX'POHCIOi’-.LID. L

C ap • I »

Cap. II» 
Cap.III.

Cap» IV. 
Cap. V.

Razón de dos núrvros ...............................................
I. Upcrr cienos, con las razones por cocien

te ..*•............................................. ....................
Proporción geométrica .............................................
Razón ;or cociente de dos cant id;des homoró- 
neas .................................................................................
Magnitudes p ro por ci)nale s .....................................

licación do 1. 1 ropprcionclid¿.¿ a cuestio
nas . ró.cticas de uso corriente..........................

I. Reglas de tres simple y co puesta ...».
II. Regla de tres compuesta..............................

III. Recia de interés ............................................
IV. Interes con ueste .............................................

Indice ..................................................................

0
1



ISISI




